Corrigé de Mines-Ponts 2013 PC math 2

Une coquille: N est ’ensemble des nombres entiers positifs ou nuls.
Question 1

1 4 :
en(Hy) = %/ Z aprfe =m0 g0,

keN
Il y a convergence normale sur [, 7] puisque |agr* e 1= < |ay|rF et que la série (3 |ax|r*) converge (puisque

0<r<l).

1 o

On peut donc intégrer terme a terme: ¢, (H,) = Z aker—/ e 1(k=m)0 g
™

keN o
1 [ 1 i(k—n)o7™
— e 1000 est égal A 1sik =n et & — & =0sik #n.
2r J_ . 27 k—n |__

On obtient done: ¢, (H,) =0sin <0 et ¢,(H.) = a,r™ sin > 0.
. 1 [ . .
De méme, ¢, (H,) = Z ﬁer—/ e 1970 donne en(Hr) =0sin>0et ¢, (Hy) =a_r " sin<0.
T
keN o

Question 2
1

De Re(z) = (2 +7%) on déduit f/
m

—T

s

Re (h(re i9)) e "0 = ¢, (H,) +en(Hy) = apr™sin>0,a_,r "sin <0
et ag +ag sin =0.

Question 3
1 [ ;

Si ag est réel, 7/ Re (h(re '9))dd = 2a.
™

—T

Question 4
Puisque r < 1, la fonction 6 — Re (h(re '?)) est continue donc bornée par M sur [—m,7]. On a donc en posant

un(0) = Re (h(rel?))r™ cos(nf + ¢,):
|un(0)] < M7™ et il y a convergence normale sur [—m, 7] de la série de fonctions (3 u,,(0)). On peut donc intégrer

terme a terme pour obtenir:

1 T i0 1 n . 1 n T i0 .
7/ Re(h(re'?)) 5—!—27’ cos(nd + o) d9=ao+;ZT /_7T Re (h(re'?)) cos(nf + ¢,)do.

™
- n>1 n>=1

De cos(nf + ¢,) = 3(ei"fei¥n 4 ¢ =infe~i¥n) on déduit pour n > 1:
s s

1 (7 . 1 . . . 1 . ) )
- / Re (h(re %)) cos(nb + ¢,)dd = o / Re (h(re ') e ™dpeivn + 7 Re (h(re?))e 1"0qge=1¥n =
T ) . T .

—1T

1 ; . .
—(aprte 't +apr® e ¥") = r"a,| puisque a, = |a,|e .

On obtient bien Z |an|T™r" puisque ag = |ag].
nelN

Question 5

1 1
Pour 0 <7 < = on a |7 cos(nf + ¢,,)| < —— donc Z |7" cos(nf + ¢,,)| < T .
3 gn O L -1 2
1
Par suite 3 + ; 7" cos(nf + ¢,) = 0.
SiM= max |Re (h(rei?))| on déduit de la question 4:
n.,.n 1 T 1 n 1 T 1 n . s
Z lan|T"r <; M §+ZT cos(nd + ¢r,) d9=M; 54—27’ cos(nd + ¢,) | dd = M puisqu’on
- - n>1

neN n=1
peut intégrer terme & terme (il y a convergence normale de la série de terme général 7™ cos(nf + ¢,,)) et que de plus

—T

=0 pourn > 1.

—T



Question 6

1 1 :
Si h vérifie les trois hypotheses on a pour 7 = 3 ZI:\I |an|3—nr” < _iri%)éﬂ |Re (h(rel?)] < 1.
ne

1
Puique le rayon de convergence est au moins égal a 1 il y a continuité sur le disque fermé de rayon 3 et on peut

1
faire tendre r vers 1. On obtient donc pour |z| < 3 Z lan|lz]™ <1
neN

Question 7
Une coquille: on obtient le résultat pour |z| <

[ vérifie 'hypothese (H1) mais pas (H2). Posons by = [bo|e 1 et h(z) = e '¥f(z). h vérifie les hypotheses
(H1) et (H2) puisque bge ~'¥ est un réel positif. Pour |z| < 1, |[Re (g9(2))] < |g(2)] = |f(2)| < 1 donc h vérifie aussi

(H3). On a donc par la question 6: Z [bn]]|2|™ < 1 pour |z| <
nEN

Question 8

Pour que fy(z) soit défini pour |z| < 1 il faut que )\ 1 (sinon z = 1 donnerait une contradiction). Pour 0 < A < 1,
Jx possede une DSE de rayon de convergence égal a ¢ > 1 donc f) Verlﬁe (Hl) De plus, quand |z] < 1:

HR)<1e 2= A2 <1 -2 & (2 - )\)? +y <(1=22)2+(0\y)? < (1 -2 (2? +y% —1) <0 qui est bien
vérifié.

Donc fy vérifie (H1) et (H4) si 0 < A < 1.

Question 9
Pour |z] < 1, faz) = (2 — )\)Z)\”z" = -+ Z HATL2" On a donc by(\) = —\ et pour n > 1:
n=0 n>1

ba(N) = (1 — A2)A"L,

baVI2 = A (1= X S Am e = A g (1A
S (VI = A+ (1= X S A af = At (1 W)
n>0 n>1
SiA=1, Z |6, (A)]|z]™ = 1 pour tout z.
n>0
Sio< A< - "
V2" <1 (1-X) 2 - <l-Ae (1+N)—0— <la (1+2)) <1
SOl < 1o (1= 201 A+ N5 <16 0+ 2l
1
D b ( " < 1si et seul t si < .
onc ;l Az si et seulement si |z| o

Question 10
1
Si |z] e]g, 1], il existe Ag €]0, 1] tel que

< |z| et donc Z |6, (No)|]2]™ > 1.

1
1+ 2 n>=0
Question 11

1 1
o vérifie (H1) et (H4) mais Z [bn(X0)||2]™ < 1 n'est pas vérifiée pour |z| > 3 La constante 3 ne peut donc
n=0
pas étre remplagée par un réel plus grand.

Question 12

uand 0 < r < 1 il y a convergence absolue pour byre™f et e 19 cor"re "0 Ta
Yy g p g(r
nEN nGN
série produit de Cauchy converge donc aussi absolument: f(re' re 19 Z Z byenpe (2k—m0
nelN k=0

n
Par suite la série de fonctions de terme général u, (0) = r™ E bpCop e (k=m0 converge normalement sur [—, 7).

k=0
™ T

On a donc f(ret®g(reif)do = Z Zbkcn k/ e 12k=m000  Mais / e 1CR=m040 est nul si 2k # n et
o nEN k=0 o



vaut 27 si n = 2k. .

1 SN~
On a donc 2—/ frel®g(rei®)ds = Z 2k bz
i
o keN
Question 13
1 4 . .
On déduit de la question 12 que 2—/ |f(rei?)?do = Z 72", |>. Comme |f(rel?)| <1 puisque 0 <7 < 1 et
T J_rn

nelN
que f vérifie (H4) on a Z 2", |2 < 1 d’ot ||| £]|] < 1.
neN
Question 14
1 T :
Si f vérifie (H1) on sait par la question 12 que |||f|||? = sup Py |f(rei?)?d. En remplacant f par
o<r<1 4T J _»

s

1 . .
Af(¥) = fip qui vérifie aussi (H1) on obtient |||Af()[||> = sup 5 |f(rei)p(rel9)2do < |||1]||* puisque
0<r<1 4T J ¢

|f(rei®)| <1 (f vérifie (H4)).
Si Ar(¥)(2) = f(2)¢(2) = Z 2", on déduit P, o Ay(1h) = gn avec gn(2) = co + 2™
keN

1P As(@)|||? = sup (g +cpr®™) < sup > i = |||Ap()II17 < [[[o]]>-
0<r<1 0<7-<1k€N

Question 15
Sip(z) =a+ B2" et f(z) = Z brz* on a Ap(v)(2) = (a+ B2") Z brz® = abg + ... + (ab, + Bby)z" + ... donc

keN keN
— n : _ ab() PO . o bo O
P, o As(¢)(2) = aby + (aby, + Bbo)z™. Par suite So P, 0 A¢(¢)) = (abn " Bb()) d’olt la matrice D = (bn bo >

Question 16

(¥|D6) = ((g) | (an”fébo)) = ayby + Byb, + B6bo.

(*DW|O) — ((O‘boﬁzoﬁbn) | (g)) — by + Bybn + Bbo. On a bien (¥]DO) = (*DV|O).

Question 17

(‘DDY|Y) = (DW|DW) = (ab)? + (abn + Bbo)* = ||| o Ay (¥)|II* < [l[]]]* = o + % = (¥|¥) donc (AU|V) =
(VW) — (*DDY|¥) > 0: A est positive.
(1) on obtient b3 4+ b2 < 1 donc b2 < 1.

Si A est une valeur propre de A, il existe ¥ # 0 tel que AV = AV d’ou (AV|¥) = A\(¥|T) > 0 .En divisant par
(U|¥) > 0 on obtient A > 0: les valeurs propres de la matrice symétrique A sont des réels positifs ou nuls.

En prenant ¥ =

Question 18

(1 —=03—b2 —bob,
On calcule A = < bob, 1— bg

det(A) est égal au produit des valeurs propres de A. On a donc |b,| < 1 — b3.

> donc det(A) = (1 —b3 —b2)(1 —b3) — (bobn)? = (1 —b3)? — b2 > 0 puisque

Question 19
. 7 . . n 2 n __ 2
De la question 18 on déduit pour |z| < 1: Z [bn]]2]™ < |bo| + Z(l —b5) 2" = |bo| + (1 —bp)

neN nzl

2|
1=z

< M(Jz])
par définition de M (puisque 0 < |bp| < 1).

Question 20
Sir=0o0na M(0)=1. Pour 0 < r < 1 étudions g(t) = t+ (1 —¢?) T " sur [0,1). ¢'(t) = 1—2t1L qui s’annule
- -
1—r 1—7r 1

2r - Or 2r < 3

quand t =




1 1
Quand r < 3 g'(t) > 0 donc g est croissante: M(r) = g(1) = 1. Quand r > 30 9 atteint son maximum en

1—r 1—r 1 —2r + 512
tg = —— d M(r) = = .
0 2r one M(r) g< 2r ) 4r(l =)

Question 21
Il y a une coquille dans 1’énoncé: il faut supposer |z| < 1 — ¢ sinon l'inégalité demandée n’a pas de sens.

N N n N N n
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne (Z |bn2")? = (Z |bn(1—5)"ﬁ|)2 < Z b (1—6)"]2 Z |(127)|2
n=0 n=0 n=0 n=0
+oo +o0 +o0o Z2n
Pour |z| < 1 — ¢ on peut faire tendre N vers +oco pour obtenir: (Z |bn2™)? < Z b2 (1 —e)?" Z A==
— € n
n=0 n=0 n=0
1/2
2 2 |2[? e
nelN neN
Pour |z] < 1, on choisit ¢ < 1 — |z|. Par la question 13 on a |||f]|| < 1 donc Z b2(1 —¢)?" < 1. Don
neN
122 —1/2
Z [bn2"| < (1 T |2> d’olt en faisant tendre € vers 0: Z b 2™| < (1 — |2]2)~ /2.
—¢
neN neN
Comme on a aussi par la question 19: Z |bn]]2|™ < M(]z]) on obtient bien Z b ]|2]" < m(|z]).
nelN neN



