Mines 2 PC 2010

Théoréme de Rolle dans le cas complexe
A Définition de A;P(X)

1)

A, est linéaire par linéarité de la dérivation. De plus, si P € C,(X) et alors
deg(z — X)P' < degP donc deg(A,P) < degP <n

De plus A,(X") = n(z — X)X"! + nX" = nzX"1,

Donc |A;(Ch(X)) = vect((A;(X"))o.n) = Cn1(X)

2)

Soit P € C,(X). On procede comme dans I'énoncé

Az, (A,P)(X) = Az, ((z2 = X)P'(X) + nP(X)) =

(21 = X)((z2 = X)P"(X) = P'(X) + nP'(X)) +(n—1)((z2 = X)P'(X) + nP(X)) =
(z1 = X)(z2 = X)P"(X) + (n = 1)(z1 + 22 — 2X)P'(X) + n(n — 1)P(X)| et on a le résultat
puisque I'expression est symétrique en z; et z,

3)

Ona,sik e [|1,n]] A,(X-2)%) = (n=K(X-2)% (1)

et A;(1) = n. la formule (1) est encore valable.

Les éléments (X —z)X (k = 0..n) forment une famille de polyndmes non nuls
échelonnée sur (1,...,X"), donc une famille libre , donc une base de C,(X)

Donc A,(Cn(X)) = vect ((n—K)(X =2)")co.n = Cna(X)

Donc rg(A;) = net |ker(AZ) = vect((X — z)”)| (puisque A;(X-2)") = 0)

4)

sik e [[L,n]] A((X-2)%) = (1= k(X -2))

La base ((X-2)*,, ) estdonc une base de vecteurs propres de A, et
sp(A,) = [10,n]

A, est donc diagonalisable, et les sous espaces

V(n-k) = Vect((X —2)%) (k € {0,..,n})| sont les sous-espaces propres (de dimension 1)
5)
Soit E endomorphisme de C,(X) qui commute avec A, . Les sous espaces-propres

de 5\; sont donc stables par u.

Comme ces sous espaces propres sont de dimension 1, ils sont engendrés par des
vecteurs propres de E et E est donc diagonalisable par une méme base B que 5\;

Onprend B = (X-2)* ,, ) .Les matrices M et N de E etA, dans B sont les
matrices carrées carrées d’ordre n + 1 de diagonales respectives (ao,...,an)
et(n,n-1,...,0).

Comme les valeurs n,n—1,...,0 sont deux a deux distinctes, il existe un unigue
polynéme P de C,[X] tel que pour tout i € [|0,n[], on ait P(i) = an-i (polyndmes
d’interpolation de Lagrange) .

On a alors P(M) = N donc P(E) = u et donc u est un polyndme en 5\;
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B.Définition de 6,

6)

Remarquons que f est une involution (donc une bijection) de C* sur C* et f = f!
De plus O ¢ C On a donc pour z complexe non nul:

7ef(C) o fl)eCof(z) e Co |t -z0f =R?
Soit: [z]?R? = |1 - z0z)?
On obtient en développant: 2z (jzo|?> — R?) — 2Re(zoz) +1 = 0
Soit: 77 - Re(zo2) = —24—

| |2 RZ , ZO|2_R2

__ W |" - __ R
lzo*-R? (zol?~ R2)2

f(C) est donc le cercle de centre —*— ;

7)

Il suffit de remplacer dans le calcul précédent les égalités par des inégalités:

7ef(C)efl@eC of(z)eC o |t -z <R?

Soit: [z]°R? > |1 20z|?

Soit: 77 - Re(zoz) < ——2

F=a o R2

Ce qui donne:

~ et de rayon ———

|2

R2
(jz0-R?)?

D’ou finalement z € f(C7) |z -

||2 RZ

On obtient donc la totalité de l'intérieur de f(C) puisque O ¢ f(C)~

8)
f(z;) appartient a f(C~) donc comme f(C~) est convexe puisque c’est un disque
n
d’aprés 'hypothése O e C*, £ Y+ e f(C")

i=1
n

Donc 5y = f(% Z%) est bien définiet 5o € fof(C™) = C~.
i=1

9)

On prend comme nouvelle origine &. L’affixe d’'un point M(z) devientalors Z =z - &

et on est ramené a la question précédente.

C. Condition d’'apolarité
10)

n
Pp(—f)) = > =L (résultat du cours, que l'on retrouve aisément en calculant P'(X) par
=)

dérivation successive de chaque terme)

_ PO
ce qui s’écrit aussi 55’; = 6

SiP'(&) estnon nul on a:6; — & = —n:f—é)) d’oll la relation demandée

11)
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Rappellons que A;P(X) = (z - X)P'(X) + nP(X)
Si z; est racine de P on a A;P(z;) = 0 si et seulement si (z — z;)P'(z;) = 0, soit
P/(Zi) = 0.
Si & n'est pas racine de P, alors A,P(¢) = 0 si et seulement si (z—&)P'(E) +nP(E) =0

= -n281ce qui

P'(&) est alors non nul et & différent de z : ceci revient donc a % = -N+55

est precisément la condition 6 = z

12)

n
On écrit la formule de Taylor; P(X) = Y| X" plo(z) et alors , vu que
k=0
A;((X-2)") = 0, on obtient

n-1 n-1
APO) = D A(X -2 L =S (- k(X - )k
k=0 k=0

On voit alors que le degré de A,P(X) est strictement inférieur a n — 1 si et seulement si PV (z) = 0

Or P (X) = nIX - (n - 1)!(i zk).

k=1

n
Donc PV (z) = 0 si et seulement si|z = %( zk) ce qui donne le résultat
1

demandé.
13)

n
a)Comme C7 est convexe, + (Z zk) appartient a C; et est donc différent de z.
k=1
Donc, d’aprés la question précédente, degA,P(X) = n—1.
b)Il existe un disque inclus strictement dans C; contenant tous les points z;. En effet
si w est le centre de C; et R son rayon, et si C, est le cercle de centre o et de
rayon R’ = %(R + max(|zi — w|)) alors C; est inclus dans C; et donc C; contient tous les
points z;. De plus, on a alors z € C3.
Montrons que tous les zéros de A,P(X) appartiennent tous a C;. En effet , ses zéros
sont soit les racines multiples de P (qui sont de z; éléments de C;) soit des éléments
£ e C\{z,ie{l,..,n-1}telsques: = z.
Or si¢ e C3, 6: € C; etil estdonc impossible que 6 = z.
Donc & e C; UC, , etdonc & € Cy.
On a donc bien prouvé que tous les zéros de A,P sont dans C;
Remarque: I'énoncé dit que n > 2 mais pour n = 1, I'hypothése signifie que z # z; et
onaalors A;(X-21) = (Z-X)+X—-2; =z—-12, etdegA;(X—-2;) =0
(en particulier A;(X —z;) est non nul)
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14)
Il est clair que les constantes u et v non nulles ne changent rien au résultat
précédent puisque A; est linéaire.
Supposons que tous les z; (i € [|1,n[]) appartiennenta C U C*.
Montrons par récurrence descendante sur p € [|1,n[] que deg A,..A; P =p-1etquepourp>1

C’est vrai pour p = 1 d’apres la question 13. Supposons que ce soit vrai a I'ordre
p > 1. Alors en utilsant une factorisation de A,.. A, P et en appliquant la question 13 a

nouveau, AZ;H. ...A, P estde degré exactementp - 1etsip-1 > 1, toutes les racines
de AZ;H. AP = AZ'/H (A;..A,P) sont encore dans C~, ce qui termine la récurrence.

On en deduit donc que degA,...A, P = 0, et donc que P n’est pas apolaire par
rapport a Q . Par contrapposition, on a le résultat demandé.

15)

Les polynémes du type donné par I'énonceé sont exactement les éléments de
Cna(X).

L’'application h qui & un polynédme T de C,_1(X) associe j; T(a+t(b—a)) dt estune
forme linéaire, et donc, en utilisant 'expression générale d’'une forme linéaire dans la
base canonique, il existe des complexes cy, ...,Cn1 tells que pour tout polyndme T écrit
sous la forme précédente:

n-1
IlT(a+t(b—a)) =Z( n-1 )akck
0 k=0 k

On a alors, pour k € {0,..n-1},

1 bk+l_ k+1 _ n- 1 _ n- 1
h(X¥) = [ (@+1t(b—a))kdt = L2 = Ck( K ) - Ck( n—1-k )

On adonc I'égalité demandée avec bk = (-1)"™**cp 1y = (-1)" 1 22

16)
On prend ax = (-1)*Y"™* pourk € [|0, n—1[]etY € C

n-1
On a alors T(X) = Z( n ; ! )(_1)kaYn—1—k (Y-

k=0

On a alors : j;(Y —a-t(b—a)"idt = |- (Y—b::t;_(;()—a)n _

n-1 n-1 n-1
n-1 n-1 n-1
D’autre part: E Y 11 = E Ykby = by Yk
k=0 k ko\ N—-1-k k=0 k

(changement d’indice)

D’ou le résultat avec [C, = — n(bl_a) puisque Y prend toute valeur complexe, donc on a

une égalité de polynémes.
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17)
b
Ona j P'(a+t(b—a)) =P(b)—P(@) =0

a
On a donc (—1)”—1%AtlAt2. A, AX) =0

donc A(X) est apolaire par rapport a P'(X)

P’ possede donc une racine dans un disque ouvert contenant toutes les racines de A

Or A(t) = 0 si et seulement si il existe k € [|0,n — 1]] tel que X — b = exp(ZXz)(X — a)
(avec k € [|0,n —1]] soit

X = DR (aveck e [[1,n - 1))

L-exp(4~)

_ (ath) | Jp-al | 1+exp(Zkr) | _ Jo-a | cos(ff)
Or, pouruntel X, ona [X - S5=|= = Too@E) | =2 | ()
0s gk)r”) cos( &)
Or,pourke[ll,n-1]onan-ke[|l,n-1] et | ———=| = |[—= et pour
sm(T(” )”) sin(¥2)
1<k<i cos( &) _ cos( &)
- T 27 | sin(&) sin( &)
km
est maximal pour k = 1. On a en conclusion ||X — &2 |< -2 Zlo:éfr?
ke

pour toute racine X de P

Tout disque ouvert de centre %b et de rayon R > Rp(a,b) contient donc une racine
de P'.

Comme les racines de P’ sont en nombre fini,
il existe donc une racine de P’ dans le disque fermé de centre %b et de rayon R,(a,b).

(Sinon, on aurait un contre-exemple en prenant R,(a,b) < R < min{Jz — a%sz racine
de P'})

Complément: Démonstration de I’égalité admise(indications)

Si les t; sont deux & 2 distincts la famille (1, (X —t1)™!, (X —t2)™ 2, ..., (X = tr0)™)
forme une famille libre (en effet , sil'on a une relation de dépendance linéaire entre ces
polynédmes, on dérive successivement cette relation aux ordres 1,..,n— 1, et on fait
X = 0. On obtient un systeme homogéne dont le déterminant se raméne a un
Vandermonde ), donc une base de C_;(X); De plus, Ay, Ag,.. At , (X —th1)"1) = 0 et
comme les A, "commutent” (et que la composition est associative), on a pour tout
ke [lLn=1]] : AyAy,.. A, ((X-t)¥) = 0. Enfin, par un calcul aisé, 1 étant vecteur
propre de tous les A, on a A, Ag,. . A, , (1) = (n—1)!

On a donc, si un polyndme A s’écrit
n-1

ao + D a(X=t)" 1 |AyAL. Ay, (A) = (0= Dlag
i=1

Il faut donc calculer

< n-1 < < n-1 k n-1-k+n—1-k
ao :a0+2ai(X—ti) =ao+Zai Z y X*(-1) t] =
i=1 i=1

k=0
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n-1 n-1 n-1
o+ | T PEEDTHQ ) (1)
k=0 i=1

n-1
n-1
On a donc comme A = Zbk( ) )Xk, on a::

D'ou

n-1 n—1
Z(_l)n_l_k( " )bkan_l_k = (—1)”‘1an_1ao +
k=0

n-1

an100 + »_ aiP'(t}) = ay 1a0 puisque t; est racine de P’
i=1

Finalement:

k=0

6 n-1
bo = a0+ ()" (D aitl™)

i=1

< vk e [[1,n—1]]

~

. n-1 -1
( -t )bk = (—1)”‘”(20“( " !
k = k
n-1 n-1 -1
i " anat | =
i=1 k=0 k

(Dt

an-1

(n-1)!

n-1
n-1
AtlAtz- 'Atnfl (A) = (—1) ”‘1an_1ao = Z(—l) n_l_k( K )bkan_l_k

k=0

C’est ce qu'il fallait démontrer
Lorsque deux t; ou plus sont égaux, la formule est encore vraie par continuité et

densité.

En effet pour A et a,_;fixés, I'application (t,..

Gt) - (D™

(s211)| AtlAtQ' 'Atn—l (A)

est continue par les théoremes usuels, les a; sont des fonctions continues de ty

n-1

n —

(fonctions symétriques) et donc (ti,...,th-1) - Z(—l)”—l—k( )
k=0

fonction continue.
Enfin, 'ensemble des suites (ti,..,t,-1) de complexes 2 a 2 distinctq est partout
dense dans C"*!
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)bkan_l_k est une



