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Mathématiques I, PC

Premiere partie.

2
I.1. Pour z non nul, lim M — lim — = 0 donc la série converge par la
n—+oo Uy () ni—+oo (n + 1)2
regle de d’Alembert; F' est définie sur IR. Le rayon de convergence est infini, on peut donc

too 2n—1
. N X .
dériver terme a terme. F'(z) = E QnW > 0 sur R4 donc F est croissante sur IRy et
n!
n=1

xQn—Q

+oo
décroissante sur R_. F"(x) = Z 2n(2n — 1) ——5 > 0 donc F est convexe.
n=1

(n!)

. A(n +1)2 o + 2
I.2. Untl _ (n+1) _ ot > 1. Donc la suite (v,) est croissante et
Un (2n +2)(2n + 1) 2n+1
1 4n too 4T p2m
vp =19 =1, d ol g < ook On en déduit pour z > 0: F(z) < 2 @)l = ch(2x).
. A(n +1)2 o + 2
p, Lol _ (n+1) _ ot < 1. Donc la suite (wy) est décroissante et
Wy, (2n + 3)(2n + 2) 2n+3
4n too 4T p2m
w, <wy=1,dou )2 > ek On en déduit pour x > 0: F(x) > HZ_OW —
sh(2z)
2z
sh(2z) i e® O (x)
c. G(x) = /ch(2x = = V1—e8 dou G(x) ~ au
(=) \/ (22) 2x 8x 2V 2x (z) 2./2

voisinage de +o00.

Deuxieme partie.

A |
1. a. Iy = lim = / e *'dt = lim [ } = — car x > 0. Supposons que [j_1
0 X

Ar—+o00 Ar—-+o0 —X 0
A e—mt A k
existe et intégrons par parties: Ij(A) = / the= "t dt = [tk } + —I;—1(A). On en
0 —X 0 s
k
déduit en faisant tendre A vers 4+oco que [ existe et est égale a —Ix_1. Une récurrence
T
. k!
simple donne [ = i

b. La fonction est continue puisque F' est continue sur R; 0 < F(t)e %" < ch(2t)e %" ~
(2—2)t
e

2
Le théoreme de convergence monotone peut alors s’appliquer a la suite de fonctions Sy (t) =

N
th

au voisinage de +00. Pour x > 2 cette fonction est intégrable sur [0, +oo].

e *! et on obtient:
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400 +00 t2n . oo 1 = 2n)!
L(F)(x) = /0 > e =D = 2 (nl;%

(2n)2‘ p2n _ 4nt2n; Gnt1 _ 42 Y
(n!) Un 9n Unt1
[.2.a. Laregle de D’Alembert entraine que la série (Z gn) converge pour 4t? < 1 et diverge

c. Posons g,, = a pour limite 4t% d’apres le résultat du

pour 4t> > 1; son rayon de convergence R est donc égal & 1/2. Pour |u| < 1 on sait que (1+

i i" (=1/2)(=3/2)...(=1/2—n+1) , _ i@ ()" x3x.x (@n=1) , _

u) u =
| |
n=0 n: n=0 2"n!
+Z°° (-1 @2n)! , ) . _
WU . En posant u = —4t° pour |t| < 1/4 on a bien |u| < 1 et on obtient
n=0 )

g(t) = (1—4¢%)71/2,

d. L(F)(x) = %g(l/x) = pour = > 2.

1
Va? —4
1
e. Soit h:t — ®(t)e”**; au voisinage de 0, on a h(t) ~ Y] qui est intégrable sur ]0,1];
d’autre part, si z > 2 et t > 1, h(t) < e?~®)?! qui est intégrable sur [1, +oo[ ;h est donc

intégrable sur 0, +-o00[. Pour z < 2: h(t) > 2 qui n’est pas intégrable sur |0, +00[. P est
+oo e(Q—w)t
Vi
2
T e /r—22udu ™

U r—2 \Nz-2

donc définie sur |2, +00]. Par suite, L(®)(x) = / dt. Effectuons le changement
0

de variable défini par u = /(x — 2)t: L(®)(x) = /
0

I1.2 a. Siz € I(f), pour z > zg et t > 0 on a |f(t)e | < |f(¢t)e®°!| qui est intégrable
sur |0, +o00[ donc = € I(f).

b. I(f) est supposé non vide et non égal a IR; il existe donc xg € R, x¢ ¢ I(f); o est alors
un minorant de I(f) car x < z¢ et © € I(f) entrainerait o € I(f). I(f) est une partie
non vide et minorée de IR, elle admet donc une borne inférieure a(f). Si a(f) € I(f),
I(f) = [a(f),+oo[ d’apres le a. Sinon I(f) =]a(f),+oo[ car tout = > «a(f) est dans I(f)
par définition de la borne inférieure et le a.

c. La fonction (z,t) — f(t)e~*" est continue sur Ja(f), +o00[x]0, +oo[; de plus pour z €
[a,b] Cla(f),+oo[ ona |f(t)e” | < |f(t)e” | qui est intégrable sur ]0, +0o[. On en déduit
que L(f) est continue sur Ja(f),+oo. Pour f positive et pour x < y on a f(t)e ¥ <
ft)e ™" dou L(f)(y) < L(f)(z). Si a(f) € I(f) on a donc pour = € [a(f),+oo] :
0 < L(f)(z) < L(f)(a(f)) donc L(f) est bornée.

d. i) Par hypothese L(g)(x) < M pour = €]a(g),+oo[; on en déduit avec g positive:
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A
/ g(t)e ™ dt < M.
0

ii) La fonction (x,t) — g(t)e

~*t est continue sur [a(g),+00[x]0, A[; la fonction ¢t —

g(t)e= @)t est intégrable sur |0, A[ car elle est continue et équivalente & g(t) au voisi-
nage de 0; de 0 < g(t)e ™" < g(t)e~ @ on déduit alors que la fonction t — g(t)e~**

A
est continue sur [a(g), +oo[ d’ou par passage a la limite: / g(t)e= 9Dt dt < M. Cette
0

majoration étant valable pour tout A on en déduit que L(g) est définie sur [a(g), +o0l.

I1.3 a. Puisque g(t) ~ h(t) au voisinage de +00, on a pour t > to: g(t) < 2h(t). On en
déduit I(h) C I(g) (les 2 fonctions sont intégrables sur |0,%p]). En échangeant g et h on a
I(g) = I(h) dot a(g) = a(h).

b. Si a(h) ¢ I(h), L(h) n’est pas bornée sur |a(h), +00[; puisque L(h) est décroissante

on déduit: lngb " L(h)(z) = +o0. Puisque g et h sont équivalentes au voisinage de +oo
r—a

on déduit |g(t) — h(t)] < =h(t) pour t = A (h > 0). Par suite: |L(g)(z) — L(h)(x)| <

€
2
“+00 A e “+o00
/ 9(t) — h(B)]e"t dt < / o(t) — h(t)]e~**at + = / h(t)e="df. D'une part
0 0 A

A A
/ lg(t) — h(t)|e " dt < / lg(t) — h(t)|e~*Mtdt = C. D’autre part L(h)(z) > 0 pour z
0 0

Lig)@) ¢ e,
L(h)(x) 1'<L<h><x>+2<

pour z < xg (puisque lilg%Jr L(h)(z) = 4+00). On a bien montré L(g) ~ L(h) au voisinage
de a(h).

assez proche de a(h). En divisant par L(h)(x) on obtient: '

1 1
I1.4 De L(F)(.r) = =" NCE) au voisinage de 2 et L(®)(z) = . i 5 on déduit

——®; on peut conjecturer que cet équivalent est aussi valable au voisinage de

L(f) ~
+00.

v

Troisieme partie.
"

III.1 a. La série de fonctions de terme général k., (t) = —'emt converge normalement sur
n!

n

x
R puisque |kn(t)] = — est le terme général d’une série convergente (de somme e®). ky
n

étant continue, la fonction k est donc définie et continue sur R. k,, étant 27-périodique, la
27 00
fonction k 'est aussi. Appliquons ’égalité de Parseval: / k(1)) dt = 27 Z lcp(K)|?

0 -
p=—00
Calculons les coefficients de Fourier de k£ en utilisant la convergence normale de la série:
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27
ei(”—p)t dt =

2 +0<> 1 Xogn 2
/ znte—ipt dt = — Z — / ei(n—p)t dt. Avec /
271' 2T 0 n: Jo 0

cp(
. 0 sip<O +oo o
0 sin#p . p . x°P
: btient ¢, (k) = ¢ ¥ : . P te J =2 —— = 21F(2).
{27T sin—p O0oObtien cp(k) {F sip>0 - Parsul eJ w;) )? wF(x)
b. k(t) = e don |k(t)|> = e2rcost,
27 ™ 1 ™
c. / e2reost qp = 2/ e o8t ¢ par période 27 et parité, donc F(z) = —/ e2rcost q.,
0 0 ™ Jo
emt

II1.2 a. h; et hs ne posent pas de probleme de définition; au voisinage de 17,

ea:

a—nie qui est intégrable sur [0,1] donc ho est définie sur R..

2e” [V® 2 Foo 2
b. ha(z) :/ 2e7(1=4%) gy = eV dv en posant v = u\/x. Avec/ e’ dv=
0 vz Jy 0
N3
2

on obtient hg(x) ~ Ter au voisinage de +0o0.
x

c. Le méme changement de variable donne hs(z) = / 2026”1747 qy = —/ 1/
+o0 \/_ 0
en posant v = zu?. Avec Vve U dv = 5 on obtient hz(x) ~ 2— —e au voisinage
0 T
de +o0.

1 12— TFu V= VI

\/1—1u2_\/2(1—u)_ 21—u?)  (V2+vItun2(+u)  2+V2

T 242

/2
e. Posons u = cost dans hi(z) = ereost qt = / On déduit du d :
@ = | e
1
—ho(x
\/§ 2( )

1
on obtient hq(x) ~ ﬁhg({b) ~ w/%e”‘ au voisinage de +00.

d.

hl(.’li) —

< Chs(z). Puisque hz(x) ~ %hg( x) = o(he(x)) au voisinage de +oo

us

1 [ 1
III.3 F(x) = — / e2reost gt = —h1(2m) +— / e?* st d¢. Dans cette derniére intégrale,
™ Jo /2

1 1
zcost < 0 donc 0 < —/ e2reostdqt < =5 or lim hy(2z) = 4oo donc F(z) ~
” 2 7 o

—hi1(2x) ~ e** au voisinage de 400,
s

2\/Tx
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