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I Fonction zéta

Q1.
Q 2.

Q 3.
Q 4.

Q5.

Q 6.

La série de Riemann Y -1 converge si et seulement si z > 1, donc D¢ =|1; +oc|.
n>1
1
nT

ne

En posant g,(z) = =, la série de fonctions Y g, converge normalement sur tout intervalle
n>1

réel [a; +oo[ avec a > 1, puisque Vn € N*, Vo > a, |-5| < L et Z>:1 L converge.

n
Il y a donc convergence uniforme sur tout intervalle [a; +00[. Puisque les g,, sont continues sur
[a; +00], on en déduit que ¢ est continue sur [a; +oo[. Ceci étant vrai pour tout ¢ > 1, on en
conclut que ¢ est continue sur ]1; 4+o0l.
Pour tout n € N*, la fonction ¢, : x — n% = e~ *In(") est décroissante sur ]1; +00[, donc par
somme (infinie), la fonction ¢ est décroissante sur |1; 400
La fonction ¢ est décroissante (d’aprés Q 3.) et minorée par 0 (c’est une limite simple de

fonctions positives), donc elle posséde une limite réelle positive en +o0.

Fixons z > 1 et n > 2. Par décroissance de la fonction t t% (qui est bien continue par

morceaux...) sur les intervalles [n;n + 1] et [n — 1;n], on obtient :

g O |
/ = S/ e s
n n n n
/” dt /” dt 1

> =
n—1 v n—1 n¥ n*

g 1 nodt
w =S =
n t: n- n—1 t

Fixons un réel £ > 1 et un entier N > 2. En sommant les inégalités obtenues en Q 5. pour
n=2---N, on obtient :

ainsi que

Cela donne 'encadrement voulu :

c’est-a-dire (par la relation de Chasles)

/N“ dt 1 /N dt
— < — < —,
2 tm - n* - 1 t'r

=

ou encore

En faisant tendre N — +o00 et en ajoutant 1, on obtient (puisque 1 —z < 0) :

91— =1 1
1-— <1 — <1
1—2 — +7LZ::2TL$_ 1—2a’

c’est-a-dire 1 )
14— < <14 —.
e @St o



Corrigé Centrale-Supélec PC 2018 - Mathématiques 2 2/10

Q 7. Puisque hm (1 + W) = 400, la minoration de ((x) obtenue en Q 6. montre que
1 .
iG] = oo

Q 8. Puisque hr—s{l (1 + W) = 1151_1 (1 + ﬁ) = 1, ’encadrement obtenu en Q 6. montre

xr—r+00 xr—r+00

que lim_C(z) =

Q 9. Courbe représentative de ( :

A

\

II Etude d’une fonction définie par une somme

Q 10. Posons f,(r) = n—}w -1i= ln ey~ Pour tout n € N*, la fonction f, est definie sur R\ {-n},

donc puisque f = an, onaDyf CR\{peZ p<0}.
Réciproquement, si z € R\ {p € Z, p < 0}, alors la série Y f,(z) converge, puisque si x = 0,

n>1
fal@) =0, et siz#0, folz) ~ —2Z.

n—-+oo
On a donc Dy =R\ {p € Z, p < 0}.
+oo
Q 11. On a Dy =] — 1; 400U (kL_Jl] —k—-1; —k;[)
Soit [a; b] un segment inclus dans l'un des intervalles disjoints constituant Dy.
Les fonctions f, : x — T — L étant décroissantes sur [a;b], on a Vn € N*, Va € [a; 0],
fo(8) < Fal@) < fala), donc | fo(@)] < max{|fu(@):| £a(D)]} < [fa(@)] + |fa (D))
Or, pour tout x € Dy, la série > |f,(x)| converge (vu que |f, ()] ot | | pour x # 0), donc
n>1 n
la série Z (Ifn(a)| + | fn(b)]) converge. Ceci montre que la série de fonctions > f, converge

n>1
normalement donc uniformément, sur tout segment [a;b] C D;. Les fonctions f, étant continues
sur D¢, on en déduit que f est continue sur tout segment de Dy, donc sur Dy.
Enfin, les fonctions f;,, sont décroissantes sur chaque intervalle de Dy, donc leur somme (infinie)
f est décroissante sur chaque intervalle de Dy (attention, pas sur Dy !).

Q 12. Pour k € N*, on a (par téléscopage et changements d’indices) :

f(k) = lim %(#k—%): lim (kiNi—N;>: lim (]_Vf;k le_zk;}l>

N—+o00 7 N—=+oo \ =41 n=1

Koy : N ko : 1 1
_nzln—i_NEH‘lOO(n%\/;rln):_Zn—’_ fim <ﬁ++m>
: : 1 1 : Koy 1 1
Pu1sque1\fl_1)r_r~_1Oo (N—H NI m) = 0, on en déduit que f(k) = _nZ::lE =—(14+3++7).
Q 13. On utilise d’abord une comparaison série-intégrale pour encadrer f(k) pour k € N*  puis on
utilisera la décroissance de f sur [1;+oo[ pour encadrer f(z) pour tout réel x > 1.
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Q 14.

Q 15.

Par décroissance de la fonction ¢ — 1 sur [1;4o00[, on a

Poomtagr il G dt
n—2/7; ¢ n=2 n n=2 n—1 ¢

c’est-a-dire .
In(k+1) —In(2) < > = < In(k).

n=2

En ajoutant 1 et en utilisant le résultat de Q 12., on obtient ’encadrement
VkeN", —In(k)—1< f(k) <-In(k+1)+1In(2) -1

(il reste trivialement vrai pour k = 1).
Soit maintenant un réel x > 1. En notant k la partie entiére de z,ona k e N et k <z < k+1.
La décroissance de f et les encadrements précédents impliquent alors :

—Ink+1)-1<f(k+1) < f(z) < f(k) < —In(k+1)+1n(2) — 1,
ce qui entraine (puisque In(z) <In(k +1) <lIn(z + 1)) :
—In(z4+1)—1< f(z) < —In(z) + In(2) — 1,
ou encore

—In(z) — In (1 + i) —1< f(z) < —In(z) +In(2) — 1.

En divisant par In(x) pour « > 1, on obtient :

1+mn(1+1 _
1 +n( +Z)§f(x)§71+hl(2) 1.
In(x) In(x) In(x)
im L@ ~ -
Cet encadrement donne mgr}rloo in(zy = —1, donc f(z) et In(x).

Soit x € Dy et k € N*. Si x + k est un entier strictement négatif p, alors x = p — k aussi, ce qui
est contradictoire. Donc x 4 k € Dy.
En reprenant la technique de téléscopage de la question Q 12., on a

fath -1 = 5 (b -1) - 5 (5 -4) = dm_ S (ke - o)

=1 =1 N—=doo =1
k+N 1 N 1 N+k 1 k 1
= lim — — —— | = lim — — —
N> Foo n:zk:Jrl n+x nZ::I n+x NS +o00 n:%Jrl n+x nZ::1 n+x

k
_ 1 : 1 1
= -2 55+ Am (mJF"'JFm)-

n—=1 N—+oo
k
. . 1 1 _ 1 _ 1
Puisque Nl—l>r-Ii-1c>o (m +oF m) =0, on en déduit que f(z +k) — f(z) = _n§1 P
D’aprés Q 14.,0n a
— 1 1
V(x, k) € Dy x N, = k .
(x, k) I flx)=fz+ )+;x+n+:ﬁ+k

k—1
Or, par continuité de f en 0, lim}C flz+k)=f(0)=0,etz— > w%n posséde une limite finie
T—r— n=1

lorsque x — —k. Puisque ﬁ tend vers +oo lorsque x — —k, on en déduit que

k—1
o+ 5 b (s 192,

r——k

Dot lim f(z)=4occet lim f(z)=—oc.
z——kt rz——k~
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Q 16. Puisque lim ((k+1) =1 (d’aprés Q 8.),on a [(—=1)*¢(k+1)z*| ~ |2|¥ donc, tout comme
k—+oco k—+oco
la série géométrique Y |z|¥, la série entiere Y (—1)¥((k+ 1)z* converge absolument si |z| < 1
E>1 E>1
et diverge grossiérement si |z| > 1. Son rayon de convergence est donc égal & R = 1.
En z = £1, il y a divergence grossiére de la série entiére, puisque le module du terme général
tend vers 1.

Q 17. Les fonctions f, : z —

— L (n € N*) sont de classe C*° sur Dy =R\ {p € Z, p < 0}, avec

n+w n

d* L e —1)kk!
V(k,z) e N* x Dy, f¥)(z) = gor@+n) T = (=1) - (=k)(@ +n) = (x(+7)1>k+1

On sait déja (cf. Q 11.) que f = Z fn est continue sur Dy.

Pour montrer que f est de classe C°° sur Dy, il suffit de montrer que pour tout k£ € N*, la série

> fn converge uniformément sur tout segment [a;b] C Dy. C’est le cas puisque
n>1

k! k! k!

z € [a;b], Vn a | ()] < |z +n[F+T T (2 +n)b = (n+ a)kt

(dans ces conditions, x +n > a +n > 0) et la série )
n>—
Le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctlons nous donne alors :

W converge (car k+ 1 > 2).

+oo 1

“+o0
Wlko) €N x D fO@) =3 S0 G@) = (DY
n=1 1

Q 18. Fixons z €] —1;1[ et k € N*. Pour tout n € N*, on an+x > 142 > 0, donc d’aprés ’expression
de f*) obtenue en Q 17. :

P @) = & <1 s 1) < (1 S 1)
(1 + z)k+1 ~ (n + x)k+1 (1 + x)k+1 —~ (n—1)k+1 )

c’est-a-dire

0@ <M (g + 6+ 1) < 8 (e +60)

(par décroissance de (), d’out la majoration voulue avec A = ((2).

Q 19. Fixons n € N*. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre n a la fonction f :

*)(0
Ve el -1;1, f(x)= Zf ()x F LR, (z),

k!
k=0

avec Ry, (x) = %/x(x — )" f D (t)dt,
Puisque f(0) = 0 (St Vk € N*, fB)(0) = (=1)*k!C(k + 1) (d’aprés Q 17.), on a

Vo €] - 1;1], =D (=1 ¢k + 1)a* + Ry (x),
k=1
donc il suffit de montrer que Vz €] —1; 1], liIJIrl R, () = 0 pour établir que f est développable
n—-+0oo

en série entiére sur | — 1; 1[. Pour cela, majorons R, (z) a ’aide de Q 18. :

1 * 1 * 1
< _ 4|n| f(n+1) < = _ 4 ! -
|R,(2)] < o ’/0 |z —t|"|f (t)|dt‘ < ’/0 |z —t|"(n+1) <A+ i+ 1)n+2) dt|,

c’est-a-dire N )
—t" A+ ——— | dt].
/0|x | ( +(t+1)”+2> ‘

|Rn(z)] < (n+1)

Procédons en fonction du signe de z :

Damien Broizat Lycée Jules Ferry, Cannes
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e Si0<uz<1,alors

Ro(z)] < (n+1)/0$(x—t)n<,4+m)dt
<A+1
< (AJrl)(nJrl)/w(xft)"dt:(A+1):17"+1 — 0
0

n—-+o0o

e Si —1 <z <0, alors

0
|IR.(z)] < (n+ 1)/Z (t—az)" <A+ (t—|—1)"+2> dt
= (n+1) (A/wo(t:n)”dtJr/: <i;f>n X a j—tt)Q)
0 1+z\" dt
= A(—x)”+1+(n+1)/m (1— 1+t> X e
Vu que la fonction ¢ +— 1 — {2 est croissante et positive sur I'intervalle [x;0], on a
velmo, (1-3) <
1+t
et donc
Rl < A 4 0oy [ = oy (a2
(par croissances comparées).
Dans tous les cas, on a donc R, () TH—+>OO 0, ce qui ameéne :
- k - k k
veel—1;1],  f(2) —ngrfm;( DEC(k+ 1Dz _;( DF¢(k +1)2".

Q 20. Pour tout réel z, la fonction ¢ tf%tl est continue sur |0; 1[.
L’intégrale proposée est faussement impropre en 1, car en posant u =1 —¢, on a

t*—1 (1—-u)*—1 1—azu+o(u)—1

= — —z,
1-1¢ U U u—0
donc la fonction se prolonge contintiment en 1.
1
En outre, % Kot t* — 1, et l'intégrale / t*dt converge si et seulement si z > —1, donc
—
1 42 _ 0
Iintégrale / 1T—¢ dt converge si et seulement si x > —1.
o 1—
1 X
Q 21. Fixons x > —1. Puisque T = Zt" pour tout ¢t € [0;1], on a
B n=0
Lyr _q 1 +00 1 400
dt = t* —1 thdt = hy (t)dt
=N )Y /go

en posant h,(t) = (t* — 1)t". On applique alors le théoréme d’intégration terme & terme a la
suite de fonctions (h,)nen : chaque h, est continue (par morceaux) sur |0; 1], de signe constant
(opposé a celui de x), intégrable car |h,(t)]| Koot t* avec @ = min(n,n+x) > —1, et on a

—

/01 Vo (8)]dt = i/ol o ()t = /Ol(tn+m —t")dt‘ _

Damien Broizat Lycée Jules Ferry, Cannes
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De plus, la série > h,, converge simplement sur ]0;1[ vers la fonction continue ¢ +— tf—_l

— et
n>0

1 1
enfin, la série > | (t)|dt converge, puisque |hn (t)|dt ~ Jl pour x # 0.
n>0J0 0 n—rtoo n?

Donc, d’aprés le théoréme d’intégration terme & terme :

Ty =t = 1 1
dt = b (8)dt = - = ]
/0 1t ;_:0/0 ®) nz<n+x+1 n—|—1> 1)

=0

Q 22. Le résultat établi en Q 19. montre que

Vk € N¥, (—1f§uw+1)=‘ﬂ25®.

Pour exprimer f*) (0) sous forme intégrale, appliquons le théoréme de dérivation sous le signe
intégral (version C*°) & lexpression de f obtenue en Q 21.. On a

Wz €] — 1; 4oo], f(:c):/o o(t, )dt,

ou la fonction ¢ : (¢, ) — % vérifie les propriétés suivantes :
o o est définie sur |0; 1[;x] — 1; +00[5 ;
e pour tout x > —1, la fonction ¢t — (¢, ) est intégrable sur ]0; 1] (c’est une conséquence du
théoréme d’intégration terme a terme appliqué en Q 21.);

e pour tout ¢ €]0; 1], la fonction = — ¢(t, x) est de classe C* sur | — 1; +00[ et

In" (£)t*
1—t

. O

k
e pour tout k£ € N*) nous avons une majoration uniforme locale de ng :

£ In(t)[*

k
Ya > —1, V(t,z) €]0; 1[x[a; +o0], Ofcf(t’x)‘ P

t[ In(t)|*

— au voisinage de 0, ¥ o (%) ~ t In(t)|* = o (t?), pour tout 8 €] — 1;a[, donc ¥y, est
0 0

et la fonction ¢y ¢ : t — est continue et intégrable sur ]0; 1], puisque :

intégrable en 0;

[In(t)|* [t—1* _
I =(1

continiment en 1 (puisque k£ — 1 > 0), ce qui montre son intégrabilité en 1.

— au voisinage de 1, ¥ q(t) ~ — t)k=1, donc 1, se prolonge
=

D’aprés le théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre, la fonction f est donc de classe

C™ sur | — 1;+o00], et

UinF(t)ee
1—t¢

1 ak
Wb N, Vo el - tivool W) = [ GEwan= [ it
0o Oz 0

En évaluant en x = 0, on obtient donc ’expression intégrale :

fPO) _ (=DF g
(1)K mté1fﬂt

VEeN*,  ((k+1)=

“ qui est

Q 23. Dans l'intégrale précédemment obtenue, on utilise le changement de variable u — e~
une bijection strictement décroissante de classe C* de ]0; +oo[ dans ]0;1[ : en posant t = e~ %,

on a dt = —e~ "du, donc
L n(4)k 0 (_,\k +oo ok
/ nt)” gy / Sl (—1)’f/ .
o 1—1t foo L—e® 0 ev —1

1 [T gk
Vk € N*, C(k+1):ﬁ/ " 1du.
. O -

Finalement :

Damien Broizat Lycée Jules Ferry, Cannes
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II1

Q 24.

Q 25.

Q 26.

Q 27.

Q 28.

Q 29.

Probabilités
+oo +oo
Pour tout n € N*, on a W >0et ng_jl W = ﬁnzl L= % = 1, donc on définit bien
une loi de probabilité sur N* en posant P(X =n) = W pour tout n € N*.

La variable aléatoire X précédemment définie admet une espérance finie si et seulement si la

série > nP(X = n) converge absolument. Puisque Vn € N* |nP(X = n)| = cette
n>1

convergence absolue a lieu si et seulement si  — 1 > 1, c’est-a-dire = > 2. Dans ce cas,

1
W?

+oo +oo _
E(X):ZnIP’(X:n):C(lx)Z L _c@-1)

o St (@)

D’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire X* posséde une espérance finie si et

seulement si la série Y n*P(X = n) converge absolument.
n>1

Puisque Vn € N*, [n*P(X = n)| = sy, cette convergence absolue a lieu si et seulement si
x —k > 1, c’est-a-dire z > k + 1. Dans ce cas,

+oo « —
B = ) P =) = EPIE R

n=1

Lorsque o > 3, la variable X2 admet une espérance finie (d’aprés Q 26.), donc X posséde une
variance finie, qui vaut d’aprés la formule de Huygens :

vy oz C@=2) (Cla=1\? (@) —2) = ((a—1)?
V() = EXO) —EXO" == ( (@ ) = Ca) ‘

Soit a € N*. L’événement (X € aN*) se décompose en réunion dénombrable disjointe :

+o0
(X €aN") = U (X =an),

n=1

donc par o-additivité, on obtient, :

BX cal') = S B(X =an) = 3 L S L N ST
a = =an) = = —_—= ) = —.
2 2 ) any ~ C@er 2w (e T
Soit I une quelconque partie non vide de ’ensemble d’indices {1,--- ,n}.
L’événement [ (X € ¢;N*) est réalisé si et seulement si ¢; divise X pour tout i € I. Les g;
iel
(i € I) étant des nombres premiers distincts, cela équivaut a [] ¢; divise X. Donc

iel

P (Q(X € qiN*)> =P (X € (E qi> N*) :

D’aprés Q 28., on sait calculer cette probabilité :

P (X € (Hq) N*) - - H% = [ P(x € a:N").
il (1;[1%> el 4 iel

On a donc P (ﬂ (X € qiN*)> = [I P(X € ¢N*) pour toute partie non vide I C {1,--- ,n}, ce
iel icl
qui prouve l'indépendance mutuelle des événements (X € ¢xN*)1<p<p.-

Damien Broizat Lycée Jules Ferry, Cannes
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Q 30.

Q 31.

La suite (B, ),>1 est décroissante pour I'inclusion puisque :
Vn € N*,  Bpi1 =B,N (X ¢ pr1N¥) C B,.

D’aprés le théoréme de continuité décroissante d’une probabilité, on a donc :

+o00 +o0o n +o00
i we -2 (V8] <2 () (Ao enen)) 2 (Rorgmr).

n=1 n=1 \k=1 k=1

—+oo
De plus, I’événement (] (X ¢ ppN*) est réalisé si et seulement si X n’est multiple d’aucun
k=1
nombre premier, c’est-a-dire si et seulement si X = 1 (d’aprés les rappels d’arithmétique, tous
les entiers a > 2 sont multiples d’au moins un nombre premier).

Dou P ( N(X ¢ pkN*)) =P(X = 1), et donc ngrfw P(B,) =P(X =1).

Ensuite, on peut calculer explicitement P(B,,) : pour tout n € N*, I'indépendance mutuelle
des événements (X € ppN*);<p<, établie en Q 29. implique I'indépendance mutuelle de leurs
complémentaires (X ¢ ppN*)1<p<p, donc

Vn € N*, P(Bn):P<ﬂ(X¢pkN*> prgpkN*ZH (1-P(X € ppN*)) = (1—
k=1

k=1 k=1 k=1

Finalement, ’égalité lim P(B,) =P(X = 1) se réécrit :

n—-+oo
- 1 1 1
li 1-—)=P(X=1) = =
oo L1 < p;> ( )= T

ce qui est I’égalité voulue.

Pour tout k& € N*, Iévénement Dy, = (X ¢ ppN*) U (Y ¢ pipN*) est réalisé si et seulement
si X ou Y n’est pas multiple du nombre premier p;, c’est-a-dire si pr ne divise pas X et Y

—+oo
simultanément. On en déduit A = () Dy, donc aussi
k=1

La suite (C,,),>1 étant décroissante pour l'inclusion (tout comme dans la question précédente),
on obtient par continuité décroissante :

+oo
—P <O1 Cn> = lim P(Cy).

Calculons maintenant P(C,,) pour tout n € N*. Les événements (Dk)1<k<n sont mutuellement
indépendants car leurs complémentaires le sont. En effet, D, = (X € ppN*) N (Y € piN*), donc
pour toute partie I C {1,--- ,n}, on a

P <ﬂDi> =P <ﬂ(X ep NN (Y EpiN*)> =P <<X € ﬂpiN*> N <Y € ﬂpiN*>> :

donc par indépendance des variables X et Y :

P (ﬂ a) =P (X S mpiN*> xP (Y € npiN*> =P <ﬂ(X S piN*)> xP (ﬂ(y € pZN*)> ,
il iel iel iel il

et en utilisant Q 29., on déduit alors

P (ﬂ m) = [[P(X € pN) < [[P(Y € piN*) = [[P((X € pN)N(Y € piN)) = [[P(D:).

iel i€l iel i€l iel

Damien Broizat Lycée Jules Ferry, Cannes
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Cette indépendance mutuelle des (Dy)1<k<s entraine alors :
vneN,  P(Cy)=[]P(Dr) = [[(1-PDk) = [] (1 = P(X € piN*)P(Y € ppNY)).
k=1 k=1 k=1
Mais X et Y suivent la méme loi zéta de paramétre x, donc d’aprés Q 28. :
i} n 1 2 n 1
Dy el Py

On conclut en faisant tendre n — 400 et en utilisant Q 30. avec 2x a la place de x :

. . - 1 1
HD(A) - ngr-ir-loo ]P(Cn) - nll)lfoo (1 - pl2cz> - C(?w) .
1

Q 32. Soient n, k € N*. L’événement (W,, € kN*) est réalisé si et seulement si k divise le pged de U,
et V,, c’est-a-dire k divise simultanément U,, et V,,. On a donc
(W,, € kN*) = (U, € kN*)n (V;, € kN*),
ce qui améne par indépendance des variables U,, et V,, :

P(W,, € kN*) = P(U,, € kN*) x P(V,, € kN*) = P(U,, € kN*)?2,

vu que U, et V,, suivent la méme loi. Enfin, U,, suit la loi uniforme sur {1,--- ,n}, donc
EN*N{1,---
n
Puisque les éléments de AN* N {1,--- ,n} sont les kq avec 1 < ¢ < 7 et ¢ entier, on en déduit
que # (kN*N{1,--- ,n}) = [n/k], et donc
I
P(W, € kN*) = <WJ) .
n
Q 33. Fixons un réel € > 0.
e Pour tout n € N*, W, est une variable aléatoire discréte a valeurs dans {1,--- ,n} C N*,
+oo
donc la série > P(W,, = k) converge et > P(W,, = k) = 1 (en fait P(W,, = k) = 0 dés
E>1 k=1

que k > n). On a donc évidemment

m 400
V(n,m) e (N*)?, > PW,=k) <> PW,=k) =1
k=1 k=1
En passant & la limite lorsque n — +00, on obtient

m

Vm € N*, ;ek :ngrfoo}c P(W, = k) < 1.
= =1

m
e Pour établir que Y ¢, > 1 — e a partir d’'un certain rang M, on utilise une majoration

k=1
uniforme en n du reste de la série > P(W,, = k). Puisque
k>1
kN 1
V(nk) € (N*)?,  P(W, =k) <P(W, € kN*) = (L”T/l J) <5

on en déduit :

V(n,m) S (N*)Qa Z ]P)(Wn = k) <
k=m+1 k=m+1
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(puisque > 1%2 converge, le reste R,, est bien défini et on a lim R, =0), et donc
E>1 m—+00

m +oo
V(n,m) e (N*)?, > PWy=k)=1-— > PW,=k) >1-Rp.
k=1 k=m+1

On considére alors un entier M > 1 tel que Vm > M, 0 < R, < e. Dés lors :
Vm>M,VneN, > P(W,=k)>1-c¢.
k=1

En passant & la limite lorsque n — +00, on obtient enfin

m

> = i = >1—ec.
Vm > M, ;Kk ngrfwk_lp(wn K)y>1—¢

m
Finalement, on a bien I’existence d’un entier M tel que Vm > M, > {, € [1 —¢;1].
k=1

m
Q 34. La question précédente montre que lim Y £ = 1. Donc la série a termes positifs > ¢

m—4oo g2y E>1
400
converge et Y ¢, = 1. La suite (¢ )gen+ définit donc bien une loi de probabilité sur N*.
k=1

2
Q 35. Pour tout k € N*, on a P(W,, € kN*) = (M) — 7 (cela se montre facilement & partir

n n—-+o0o

de 'encadrement  — 1 < [n/k] < %). D’aprés Q 28., on a donc

1
P(W € kN*) = lim P(W, € kN*) = = P(X € kN*),

n——+oo 2

ou X est n'importe quelle variable aléatoire suivant la loi zéta de paramétre x = 2. Ceci montre
(en vertu du résultat admis) que W suit elle-méme une loi zéta de parameétre z = 2 :

1
Ve N,  P(W=Fk) =
W=h=ow
1
En considérant I’événement (W = 1), on a la relation P(W = 1) = @ c’est-a-dire :
. 1 6

Interprétation : si on choisit indépendamment deux nombres au hasard entre 1 et n, la probabilité
que ces deux nombres soient "premiers entre eux" (i.e. sans diviseur commun autre que 1) tend
vers % ~ 0,61 lorsque n — +oc.
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