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e Partie I.

A.1) La fonction 2 —— 2™ f(x) est continue sur R et négligeable en oo devant x —— 1/x2 ; elle est donc intégrable
sur R.

A2)m /xf( f/ e /2 dg = \/% [—e—fz/ﬂj: = 0.

A.3) On integre par parties : 21 Y (n—1)a" =2, xf(x) - —f(z) et 2" 1 f(x) — 0, d’ott my,, = (n—1) My_2.

N |
A partir de mg =1 et m; =0, on en déduit par récurrence : Vp € N, mg, = (22171;)!' et mopy1 =0.

B. Pour tout t € R, e~ f(z) = o (e*|“" ), d’otu la convergence absolue de I'intégrale envisagée. Ensuite :
Tr— o0

t ¢ /2 e (z+1)2/2 e/ 2/2 t%/2
e " f(x)de = /_3”” dx e \* dx:—/e_y dy =¢e*/~.
/]R ) V2 v Vo Jr

C.1) Sy (r) ——— e f(z) d’apres le développement en série entiere de 1’exponentielle.

n—-—+00
n k
n(2)| < ) < e x). La fonction z +—— e x) est intégrable sur R pour la méme raison
s |t,f,| f o] £(x). La foncti jt| ¢ intégrable sur R la méme rai
k=0 "
qu’au B., donc le théoreme de convergence dominée s’applique, et donne :
+o0 k k oo kyk
t —1)%t
/Re_mf(x) dz = nl_lgloo Sp(z) do = Z / (z) do = ( k)! mg.
k=0
+oo 2 +oo 2 +oo 2
_ tr P (2p)! (t°/2)P 2
C.3) Avec C.2) et A.3) : /e o f(x) dae = —— My, = . = —el/2,
) JerAd): [Ty de =) 2 Gl ol 2 g

e Partie II.
A. On vérifie que E est un sous-espace vectoriel de % (R,R) possédant f.
- f € E, d’apres la définition de E, avec M(f) == 1.
- Soient (g, h) € E? et (o, 8) € R%2. Avec des notations évidentes, on a pour tout z € R :
lag(x) + Sh(x)| < |allg(@)| + |B][A(x)] < |alM(g)f(Ax) +[BIM (h) f (p).
Posons alors M = |a|M(g)+|8|M(h) et p =min(A, ) ; il vient |ag(x)+ Sh(z)| < M f(px), donc ag+ ph € E.
B.1) z étant fixé dans R, notons ¢(t) = u(t) v(x —t). @ est continue sur R et, toujours avec des notations évidentes :

[olt)] = [u(®)] Io(e = O] < MM )OS (plz — 1) < T o) = g (1),

¢
Cela assure l'intégrabilité de ¢ sur R, et donc aussi la bonne définition de u * v au point x.
B.2) 11 suffit d’effectuer le changement de variable s =z —t dans l'intégrale qui définit (u * v)(z).
—12/2 —12/2

—t2/2 B t)%/2 ot
B3) (7= N)a) = [ = ——e at= " [t (R) at= G

D’apres I-B., /Rem/ﬁf(u) du = 612/4, donc (f * f)(z) = 62_:;/2%4 = % f (%)

xu/ﬂf(u) du

B.4) - Remarquons d’abord que toutes les fonctions de E sont bornées (car f l’est) et intégrables sur R (par exemple
par comparaison avec T —— e 1%l en +00).
Posons alors, pour (z,t) € R?, ¢(z,t) = u(t)v(z — t).
©(+,t) est continue puisque v lest et |p(x,t)] < Noo(v)|u(t)], fonction indépendante de = et intégrable sur R.
Par théoreme, u * v est continue sur R.



- Avec les notations du B.1), et en posant de nouveau p = min(\, u), il vient ensuite :
lp(x,t)] = |u(t)] [v(z—1t)] < M(u)M () f(Xt) f (n(z—t)) < M(u)M(v)f(pt)f(p(x—t)) d’ot, en intégrant sur R :

(s )@ < MM [ (p0) ot~ 0) i = M(“LM” [ £ 5tp - 5) as = M(“)pM” (f * )(pz).

La question précédente donne alors |(u*v)(x)| < M(u)M(v) f (ﬁ ), ce qui montre que u * v appartient a F.

pV2 V2

C.1) Comme u appartient & E on a encore, pour tout ¢t € R, e *u(z) = o (e"ﬁ"| ), d’ou l'intégrabilité sur R
de  —— e *u(z). U est donc bien définie sur R entier.

C.2) Pour (t,z) € R?, posons o(t,r) = e~ u(x).
Pour tout = € R, ¢(-,x) est de classe C2, avec %f(t,w) = —ze "y(x) et a;?(t r) = z?e "u(r).

2
Pour tout ¢ € R, 7( ) et 8—@( -) sont continues, car u ’est.

or*
Soit A € RY. Pour (¢,z) € [-A, A] xR, 8f

Comme u appartient & F, les deux fonctions majorantes, indépendantes de ¢, sont négligeables & 'infini devant

T 62 x
()| < lelet ()] et |SE(E o) | < a2t u(w)].

x — e 1%l et elles sont donc intégrables sur R.
Par le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, appliqué deux fois, 4 est de classe C2 sur [~ A, A], avec :

(@) () = — / ve~u(z) do et (@)"(1) = / 22e~7y(z) da.
R R
Ce résultat étant valable pour tout A € Rj‘r, il est encore valable sur R entier.

D.1) Pour (z,t) € R? posons q(x,t) = t>+ (z —t)%. q est une forme quadratique sur R?, évidemment définie positive ;
V/q est donc une norme (euclidienne) sur R2, qui est équivalente & la norme euclidienne canonique, puisque R?

est de dimension finie. Il existe donc « € RY tel que : V(z,t) € R%, \/q(z,t) = /12 + (x — )2 > a2 + 22
2

En prenant a = o, on obtient 'inégalité souhaitée.

D.2) - u x v est bien intégrable sur R d’apres la question B.4), dont on conserve par ailleurs toutes les notations.

- La fonction ¢ : (z,t) — u(t) v(x —t) est continue sur R?, puisque u et v sont continues sur R.

a0 < MM F(p0) (pla — 1)) = TGO oy (207 (12 4 2 - 12)).

02
11 vient alors, d’apres la question précédente : |p(z,t)] < exp( %’0 (22 + t2)> = hy(x)ha(t), avec

par exemple hi(x) = %67‘”’%2/2 = M(u)f(py/azx) et ho(t) = %67‘1’3%2/2 = M®©)f(pyat).

Les fonctions hq et ho sont continues et intégrables sur R (elles appartiennent a E).

- On peut donc appliquer a ¢ le résultat admis dans I’énoncé, ce qui donne :

/R(u*v)(x) dx:/R(/Ru(t)v(x—t) dt) dx:/R</Ru(t)u(x—t) dx) dt:/Ru(t) </Rv(m—t) dx) dt.

On pose alors y = ¢ — ¢t dans l'intégrale intérieure, pour obtenir :

/R(u*v)(x) dx:/Ru(t) (/Rv(y) dy) dt:/Ru(t) dt. /Rv(y) dy:/Ru(x) dz. /Rv(x) da.

D.3) On remarque que la question précédente correspond au cas particulier 6 = 0.

6 étant maintenant fixé dans R, posons U(z) = e %u(x) et V(z) = e %v(x). U et V sont continues ; de plus :

|U(z)| < e M (u)f(\z) = M(u) e—0re=Aa%/4 g (Az/v2). La fonction T : z — eIz N2%4 — g—02—Nz%/4
est continue sur R et tend vers 0 en +oo, elle est par conséquent bornée, donc |U(z)| < M (u)No(T) f (Az/V2).

Cela prouve que U appartient encore a F, et il en est de méme pour V. L’application de D.2.) a U et V donne :

/R (U +V)(z) dz = /R Ulz) dz. /R V() dz = /R =07y (z) da. /R =070 (2) dz = 5(0)3(0).

S



Mais par ailleurs :

(U % V)(z) = /R UMV (z — 1) dt = /R e tut) e T D(z — 1) dt = 0 /R w(t)ola — 1) dt = =0 (u % v)(2).

—

Par suite, /(U xV)(z) de = / e 9% (ux v)(x) dz = (u*v)(#). Le résultat demandé en découle.
R R

e Partie III.

A.1) Démonstration immédiate par récurrence, compte tenu de II-B.4) et II-D.2).
A.2) a(x) = (ﬁ(w))n d’apres II-D.3), par récurrence évidente.
B.1) fo = f* f. Dapres II-B.3), fo(z) = Kye /4 avec Ky = ﬁ

2
B.2) Par récurrence (déja initialisée), supposons que f,(z) = K, exp (—%—n) pour une certaine constante K.

2 Yy ,
frta(z /fn (z—t)dt = K eXp(—;n).\/;eXp(_(th) )dt _x/2/ ‘“f(ﬁ)dt.
fat1(z) = Ky ni T 6*””2/2/Rexp (\/T ) ydu = K, 7902/2 ( \/Zx)

Le résultat du I-B. donne alors :

fri1(x) =K, VT e—%/2 exp( 30n _~_1)>:Kn+1exp(—m>7 oun K,y =K, Vst

1
2nm

B.3) ﬁ (ﬁ) = (f(\}%))n d’ot1, en utilisant encore I-B., f; (ﬁ) = (exp (5;))77 — ot/2.

La suite étudiée est constante, de valeur (et de limite) e!”/2.

Enfin, a partir de K; = \/?7 une récurrence évidente donne K, =
s

C.1) - g est clairement continue, puisque cos(mw/2) = COS(_W/2) =0
- Pour |z < §» g(2)| < § = 5 (;/2) f(m/2) < 2f(7r/2) i)

Cette majoration est encore valable pour |z| > 7 puisqu’alors g(z) = 0. Cela montre que g appartient & FE.

1 /2
- Enfin, / g(t) dt = 5/ cost dt = 1, donc g appartient & Ej.
R —m/2

C.2) Par parité de g : (g*g)(—z) = /Rg(t)g(—x —t)dt = /Rg(—t)g(m +i)dt= -/Rg(u)g(x —u)du=(gx*g)(x).

La fonction g * g est donc paire ; on peut remarquer que le méme calcul montre plus généralement que si u et v
sont deux fonctions paires de F, alors u * v est aussi paire.
/2

1
On suppose maintenant que x € Ry. (g g)(z) = / gt)g(z—t)dt = = / cost g(x —t) dt.
R —7/2

-Six>w o Vte[-n/2,7/2], x —t >7/2, donc g(xz —t) =0. Par conséquent, (g*g)(x)=0.

w/2 1 w/2
-Siz<w o (g*g)(a&):%/ cost cos(x —t) dt:§/ (cos(2t — x) + cosz) dt.
r—m/2 z—m/2

sinz + (m —x)cosw

Un calcul facile conduit alors & (g * g)(z) =

C.3) Montrons par récurrence sur n (déja initialisée) que g, est nulle hors de [-n7/2, nm/2]. Comme les g, sont toutes
paires d’apres la remarque faite au C.2), il suffit de prouver que g,, est nulle sur Jnw/2, +oo].
Supposons donc ce résultat acquis au rang n et considérons un réel = > (n+ 1)mw/2.
-Si t ¢ [-nm/2, nm/2], gn(t) =0 par hypotheése de récurrence.
-Site[-nn/2, nn/2], x —t>x/2, donc g(z—1t)=0.
La fonction ¢ — g,(t)g(z —t) est donc identiquement nulle sur R, par conséquent g,41(z) = 0.

e



||
D=

1 m/2 . 1 (—t+i)z /2 1 —mt/2; wt/2;
/ cosa:dx—Re(/ e(_t“)‘”dx):Re([e - } ):Re(m)
/2 2 —m/2 2 —t+1 —x/2 2 —t+13

1 ( —t — 1) 22‘0h(7rt/2)>_ch(7rt/2).
t*+1 I

C-W(ﬁ) = (3(G)) = (+8) " (o g2)"

o\ —
- Classiquement, (1 + %) — et
n—-+00

-m((h 7\7»)”>nln(h 7\?}) e (chQ% 1)~ nEt -t

(x%/8 = )17

—_

| |
w

- On en conclut que g, (ﬁ) ¢
n—-+0o0o

¢ Partie IV.
A.1) On sait d’apres II-C.2) que iy est de classe C2 avec :

(hn)'(0) = / why(z) do = —My,, et (hy,)"(0) = / 22hy (x) do = My.,,.

R

De plus, on a ici h / hn(x) de = 1, puisque h, € E; selon ITI-A.1).
Par théoreme E; admet en 0 un développement limité d’ordre 2, donné par la formule de Taylor-Young :
h(t) =1— Myt + @ 2+ o ().
A.2) La question précédente donne en particulier, pour n =1 : E(t) =1-Mt+ @ 2 + 7530(152).
Mais E; = (ﬁ)n d’apres ITI-A.2) donc, par produit de développements limités :
h(t) =1—nMy t+ ("(”#_1) M+ 5 Mg,l) 2+ tgg(t'é’).

L’unicité du développement limité donne alors M; , =nM;; et My, =n(n —1) Mfl +n M, d'olt aussi ;

th = Mgm — M12,n = Tl(?’l — 1) M12,1 + TLM271 — Tl2M1271 =n (Mg,l — M12’1) = TlVl.

B. On fixe maintenant ¢t dans R. Compte tenu du développement limité de h et de I'hypothese M;; =0, il vient :
t t V) M. 1)
( t \N_ (n/(_t 2.1 4 1
() = <h<\/ﬁ>> (” o +7H°+oo(n)> :
Cette égalité montre que a (ﬁ) > (0 pour n assez grand, ce qui permet d’écrire :
T~ t _ My, 1, 1 . Moy o 1 Moy
() = M o (1) =n(re o () e Y

En conclusion : f/l; <L> n exp (1\422,1 t2 )

n




