Centrale PC 2002
Epreuve de Mathématiques 1

On désigne par Co, 'espace des fonctions de R dans C qui sont continues et 2m-périodiques.

Si f € Oy, ses coefficients de Fourier sont donnés pour n € Z par f(n) =

-~ 1

™ A
2—/ f(t)e " dt, sa série
T J—7

de Fourier étant Z F(n)e™.

nez

Partie I - Définition de la fonction x

IA.

LA.1)

1.A.2)

I.B.

I.B.1)

On suppose 'espace R? muni de sa structure euclidienne canonique. On définit 7' : R3 — R3
par :

T(z,z,0) = (z,z,0),

T(z,y,z) = (2,y,2") o 2’ =y et (v, 2') est la projection orthogonale de (y, —z) sur la
droite passant par (z,0) et (y, 2) si (z,y, z) # (z,x,0).

On suppose x # y, z # 0 et 'on pose A = (z,0), B = (y,2), C = (y,—=z), A’ = (2,0),
Les points A’, B', C’ sont les pieds des hauteurs du triangle ABC.

Si (z,y,z) # (z,2,0), la droite AB est bien définie. La projection orthogonale C’ de C' sur la
droite AB est caractérisée par les équations

<C'C,AB> =0
—
det(AC", AB) =0

Le calcul donne

En utilisant y = 2/, on obtient un systéme de Cramer
(y—a)(@' —y) =22/ =27
o' —y) + (y—2)d =z(y—=)

ayant pour solution

y/_x/:_ 222(y_$) Z,:Z(y—w)Q—Z
(y —x)% + 2%’ (y —z)? + 22

Pour t €]0, 7| on pose X(t) = (0, 1,cotant) et on définit par récurrence pour n € N la
suite X,,(t) = (xn(t), yn(t), 2n(t)) par X,11(t) = T(X,(¢)).

Si z,(t) = 0, alors, en posant z = 0 dans les équations de 1.A.2), on obtient 3y — 2’ = 2/ = 0,
ainsi z,41(t) = 0 et yp41(t) — xpt1(t) = 0.



a) On suppose que z,(t) # 0 pour 0 <n < N — 1 avec N € N*.

t) — t

On o P — 20(t)
z0(t)

Si N > 1 supposons que

Yn(t) — zn(t)
zn(t)

= tan(¢). Si N =1 alors le résultat demandé est établi.

=tan(2"t) pour 0 <n< N —1,

alors, d’apres 1.A.2), on obtient

9 yn(t)—zn(t)

Ynt1(t) = @n1 () _ —220()(yn(t) = 2(1)) _ zn (1) = tan(2(2"
) Gn) )P~ 2P | izl = tan(2(2")).

On a donc établi, par récurrence sur n, que

VO<n<N-1, = tan(2"t).

b) Si zy(t) =0 alors (yy_1(t) — 2n_1(t))? — (z2n_1(t))? = 0 avec zy_1(t) # 0 ainsi

(yN—l(t) - wN—l(t)>2 1

ZN_1(t)

D’apres a), on a donc tan?(2V~1t) = 1. Il en résulte que

1 —tan?(2V"1¢)

oV =
cos(27t) 1 + tan?(2N-1¢)

=0.

I.B.2) Sit= g, alors z,(t) = 0 pour tout n > 0, ainsi y,+1(t) — p4+1(t) = 0 et la relation demandée
est vérifiée.
Sit# g et si z,(t) # 0 pour tout n > 0, alors la relation
F—af 227 ( ) 2 ( ) # 0 donne, par substitution
-t =y —2) = ————(y — x) avec z onne, ,
! -2+ 1+(u)2y P

z

1

21+ta—nQ(2nt)(yn(t) —xn(t)) = —20032(2nt)(yn(t) — xp(t)).

Ynt1(t) — T (t) = —

Sit# g et si AN > 1 tel 2 (t) = 0, alors cos(2Vt) = 0 et yn11(t) —2n11(t) = 0 donc la relation

est vérifiée a 'ordre N. Et pour tout n > N, on a donc y,(t) — z,(t) = 0 d’apres 1.B.1), ainsi
la relation reste trivialement vérifiée.

Finalement

Vn >0, Vt €]0, 7], Ynp1(t) — Tnp1(t) = =205 (27) (yn(t) — x4 (2)).
I.B.3) On en déduit que :

Vn >0, Vt €]0, 7] Yni1(t) — zpp1(t) = (=1)"H H 2 cos?(2t).
k=0

En multipliant par 2"+ sin?(t) et en utilisant le fait que 2 cosu sinu = cos 2u, on obtient

Vn >0, Vt €]0, 7] 2" sin?(#) (yny1(t) — 2ny1 (1)) = (1) Lsin?(27F1e).
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Sachant que z’ = y, il vient

sinZ(2nt!
Prsalt) = o () = (<" SE

On a z1(t) — zo(t)) = 1 — 0. Finalement

Vn >0, Vt €]0, 7] zpp1(t) — zp(t)) = (=1)" Sin2(2nt)

1.B.4) On pose, pour n > 0, u,(t) = sin®(t)z,(t), donc uo(t) = 0 et
in?(2"t
Vn >0, Vt €]0, 7] upy1(t) —un(t)) = (_1)nm2(7n)_

n
On a up41(t) = Z(Uk+1(t) —uy(t) et Vt €]0, 7, |uns1(t) —un(t)| < 55 qui est le terme général
k=0
d’une série géométrique convergente. Ainsi la suite (u,,) converge simplement sur |0, 7| vers une

fonction u. De plus la série de fonctions continues Z(un+1 — uy,) converge normalement sur
10, 7] ainsi w est continue sur |0, 7|.

Il en résulte la suite (z,,) converge simplement vers la fonction = : t — également
continue sur |0, 7[.

I.B.5) La fonction u vérifie

+o0 sin2 n
vt €0, [ u(t):Z(_m"#.
n=0

Le terme de droite est une série normalement convergente sur R, de fonctions continues, paires,
2m-périodiques, ainsi u se prolonge sur R en une fonction paire et appartenant a Cs;.

1-— 20
A Daide de la relation sin® 6 = %, on obtient
+OO n n+ n
— 41c0s(2 1, COS(2 t)
Vte R wu(t) = E 2n+1 + g )" 72%’_1 Z _|_ E ]

Le terme de droite est une série trigonométrique uniformément convergente sur R, c¢’est donc la
série de Fourier de sa somme u.

I.B.6) Si zo(t) = 0 alors z,(t) = 0 pour tout n € N.
Si 2z(t) # 0 alors AN > 1 tel z,(t) # 0 pour tout 0 <n < N — 1.
D’apres I.A.2) et I.B.1)a), on a

(yn(t) — xn(t))Q — Zn(t)Q

wn() =m0 O @ F e~

tan?(2"¢) — 1
tan?(2t) +1

— 2 (t) cos(2" 1),

Ainsi .
vt €]0, 7 zpp1(t) = (=1)"zg(t) H cos(26+1e).
k=0
En multipliant par 271 sin(2t) et en utilisant le fait que 2 cos usinu = cos 2u et que zo(t) =cotan(t),

on obtient
i1 SIN(27T2E)

2n+2sin? (1)

zny1(t) = (—1)
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N sin(2V 1)
(1" sin?(t)’
On a vu que si zx(t) = 0 alors cos(2Vt) = 0, ainsi sin(2"*'t) = 0 pour tout n > N, la relation
précédente reste donc valable.

En particulier zx(t) =

Finalement, on peut regrouper tous les cas en

sin(2nF1t)

¥n 20, vt €07 z(t) = (-1 gy s

Il en résulte que |z, (¢)

0 sur |0, 7[.

1
< ———-— pour t €]0, 7[. Ainsi, la suite z,, converge simplement vers

Partie II - Etude de quelques propriétés de la fonction =

II.A. On a établi dans Partie I que

+o0 1.2
sin®(2"t)
Vvt €]0 t)=1 1) —Z.
] 7WL m() +_2;( ) Q"SHPt
Ainsi 2( )
T sin“(Z
)=1- 2 —1-1=0 et 1
$(4) QSHP %) € x( )

Sin=2p+1alors 22PT1Z = 428 = 21
sin?(2T) = (iﬁ)2 =3
Il en résulte que z(=) =1+ Z

Pour n > 1, t €]0,7[, on a sin?(2"(7 — t)) = sin?(—2"t) = (—sin(2"))? = sin?(2"(t)), ainsi
x(m —t) = z(t) pour t €]0, 7].

I1.B.

II.B.1) On pose pour n > 0, t €]0, 7],

Pour n > 1 et t €]0,7[ on a

t = sin?(2Fn¢) sin?(2F 1) IR L sin?(2Fn¢)
vt €j0,x[, 2"u <—n> =) (D) i = Y (D Y ()
2 k=0 2 k=0 2 k=n 2

Avec le changement d’indice p = n — k, on obtient

iy L sin?(28=7¢)

Z( 1) gk = pzl “P2Pgin <2p> = (=1)"pn(t).

De méme, avec le changement d’indice p = k — n, on obtient

= sin?(2k—n = sin?(2P
SO iy S g,

k=n p=0
Ainsi ;
vt €0, 7], 2" (2—n> — (=) (u(t) + on(?).
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I1.B.2)

I1.C.
I1.C.1)

I1.C.2)

©n(t) est une somme partielle de la série de terme général 1y (t) = (—1)¥2Fsin? (2%) On a

[r(t)] < ;—i qui est le terme général d’une série géométrique convergente. Ainsi la suite (¢y,)
converge simplement sur |0, 7| vers une fonction .

Yy est de classe C! sur ]0, [ avec Pr(t) = (—1)Fsin (Qk%)
On a [¢},(t)| < g7 < 57 pour tout ¢ €]0, 7.

La série des dérivées Y ;> ¥}, converge normalement donc uniformément sur |0, w[. Ainsi ¢ est

+o00o
t
de classe C' sur ]0, 7| avec ¢/ (t) = Z(—l)"sin <2n—1>'

n=1
On a
2 4
on =20 () = 2 (5) _ ale/)+ panln/d
" 22n 24n gip?2 (W—M) 24n gin?2 (gT/f)

On a u(w/4) = 0 d’apres ILA.

1 R0 (4

2
Ona ——~ —> et lim o, (7/4) = @(m/4)
24n gin?2 (T;r/;l) oo

s

2
Ainsi la suite (ay,), est convergente , de limite o = (%) o(m/4).

De méme, on a

2n+1 /4
=y (24 20 () u(m/) + (/) pssa(n/4)
" 22n+1 92n+1 gip?2 (5%) 94n+2 gip?2 (5%) 94n+2 gip2 (5%)
0 by (2) et o) = ot/
~Y —_ 1m =
ne 24n+2 gjp? (ﬁ;ﬁ‘ ) s e P20 i
Ainsi la suite (3,,), est convergente , de limite 8 = —a.

Comme « est la somme d’une série, on calcule une valeur approchée &4 1073 pres, a 1’aide d’une
somme partielle, en majorant un reste par 1073,

2N vk (T 0?2 = ko2 T =1 _1
Onaa= (;) Z(—Q) sin <4><2k> donc (;) Z (—2)%sin (W) < Z oF = o
k=1 k=n+1 k=n+1

10
2
11 suffit de choisir n = 10 pour obtenir, avec (%) ];1(—2)]“ sin? (ﬁ) une valeur approchée

4 1073 pres. Le calcul machine donne o ~ —0, 311.
Onaz(—)=a, 122" 2avec lim a,=a<0ectz|——)= Bn_12?""1avec lim S, =
o2n | n—1 V s, G = SYLEST n—1 e P

6 > 0. Il en résulte que lim =z <i> =—occet lim x (2%%> = +00.

n—-+o0o 922n n—-+o0o
Il existe donc un entier ng, tel que x (22%) <0Oetx (QQZfﬁ) > 0 pour tout n > ny.

La fonction est continue sur |0, 7], il existe donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,

tn, €] tel que z(t,) = 0 pour tout n > nyg.

™
22n+1’ QTn[

Il existe donc une suite de nombres ¢,, €]0, 7| convergeant vers 0 telle que z(t,) = 0.
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Partie IIl:- Séries de Fourier lacunaires

IILA.
IIL.A.1)

II1.A.2)

IT1.B.

II1.B.1)

I11.B.2)

Pour ¢ €] — 7, 7[\{0}, un calcul de somme géométrique donne
ke Nt ikt vl — fCGNTIE sin (N + %) t
D t — K3 — —1 K3 — —1 _ —
N (t) k:Z_Ne € ];06 € 1— et sin (%)

sin (N+ %)t

La fonction o ( %)

étant prolongeable par continuité en 0, on peut écrire

4 1
1 fm 1 7 sin (N—|—§)t
In=— Dn(t)*dt = — — 4 dt.
N 277/_7r ~(®) or Jor  sin® (%)

En utilisant I'inégalité | sin (£) | < |%], on obtient I'inégalité demandée

mz§/“?i@iékﬁ_

T Jor t4

Le changement de variable 6 = (N + %) t donne

de.

4

1 . T
. §(N+§) /(N+%)7r smi‘&da > §N3/5 smj&
71' N ~(N+L)r O 7T -z 0

8 (% sintf
En posant C' = —/2 8124 df, on obtient une constante C' > 0 telle que VN >0, Iy > CN3.
mJox
i in*

64

On a C > 0 car la fonction 6 — est positive continue, non identiquement nulle sur [-7, F].

Pour n > 0, t € R on pose vy, (t) = 2a, cos2"t avec a = (a,)n>0 une suite complexe telle que

> an| < +oo.

n>0

Il en résulte que Z v, est une série trigonométrique convergeant normalement (donc simple-
n>0

ment) sur R vers une fonction v € Cy,. C’est donc la série de Fourier de sa somme v.

On suppose désormais que v est dérivable en .

Soit Hy, (t) = e™2" ) [y(t + to) — v(tg) cost — v'(to) sint]. pour ng > 1.

H,, € Car comme somme et produit de fonctions de Co.

Un calcul immédiat donne H,,,(0) = e~2"%[u(tg) — v(tg)] = 0
H, (t)— H,,(0 iom t+1tg) — v(t 1-— t int
Pour ¢ # 0, on a no(?) - no(0) _ e O(Ht(’)[”( i 01 v(to) +v(to)7tcos - v'(to)—si1 ).
v(t+to) — v(to) 1 — cost sint

En utilisant les résultats %in% "

H, (t)— H, (0 on
ommgw”tﬂkwmwwwwmwa

Ainsi H,, est dérivable en 0 et H}, (0) = 0.

= v'(ty), lim———— = 0 et lim—— = 1, on
t—0 t t—0 t
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I11.B.3)

ITI.C.

II1.C.1)

Pour simplifier les calculs, on note

ot W (t) = v(t + to)e™ " ("H10) et Z(t) = (v(to) cost + v'(to) sint)e =" (o),
Par linéarité, on a ﬁ;o(k) = W (k) — Z(k) pour tout k € Z.

Z est le polynome trigonométrique

Z(t) = (U(;O) 4 UI; )> e—i2"0t i(1-2"0)t (U(to) _ U/(t0)> o—i2"0t0 ,—i(1+270)t

~ t "(t onop 5 t ‘(t on
ainsi Z(1 — 2™) = (@ + y> e M Z(—1 - 2™) = (U(QO) - %) e~ 2" et les
i i

autres Z (k) sont nuls, en particulier Z(0) = 0.

On a W(0) = QL/ (t + to)e~ 2" (o) gy,

T J—7

Le changement de variable 8 =t 4 ¢y et la 2w-périodicité donnent successivement

_— 1 T+to

_ —i2100
W) = o7 )i, v(f)e do

_ L —ignog

= 9/ v(f)e do

= 0(2") = ap,
Ainsi Hp, (0) = ap,.
Précisons les autres coefficients de Fourier de la fonction W : ¢+ e=2" (o) (¢ 4 tg).
Ils apparaissent dans I’écriture suivante

W(t) = e~2" (t+to) Z a,e2" () g omi2" (o) Z anei(Qn_Qno)(t+to)+Z a2 +270) (t+to)
n>0 n>0 n>0

Le plus petit k& > 0 tel que W(k) puisse étre non nul provient de n = ng + 1 dans la premiere
somme, c¢’est donc k = 270+l —9m0 — om0,

Le plus grand k& < 0 tel que W//\k(k) puisse étre non nul provient de n = ng — 1 dans la premiere
somme (tous les k de la seconde somme sont des négatifs plus petits que ceux de la premiere
somme), c’est donc k = 2701 —2m0 = _9gno—L,

Ainsi W(k) =0 pour k € Z* ﬂ[—Q"O_l +1,2m —1].
Comme Z (k) ne peut étre non nul que pour les entiers k = 1 — 2" et k = —1 — 2" extérieurs a

intervalle [-2"0 1 + 1,27 —1], il en résulte que ﬁ;o(k) =0 pour k € Z*N[-2"~1 +1,2% —1].

On suppose désormais ng > 6. Soit N = 2"0~* et gn(t) = I Dy (t)%

N
On a Dy (t) = Z ¢ donc le calcul de la puissance 4 donne
j=—N

4N -

gn(t) = Z aje” ot aj € C pour j € [-4N, 4N].
j=—4N
m m
En particulier ag = i/ gn(t)dt = ! / Dy(t)*dt = Iv _ 1.
2 - 27TIN -7 IN
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I11.C.2)

IT1.D.

II1.D.1)

I11.D.2)

Le calcul donne

N

e N ™ .. —
/ Hyy(Dgn(t)dt = / ajHp, (t)e' dt = Y o2mHpy(—5).
-7 j=—N’T i N

Pour ng > 6, on a 4N = 27072 < 2" — 1 et —4N = —2™%0~2 > 2™~ 1 1 ]I en résulte, d’apres
I11.B.3),
a —_—
/ Hy,(H)gn(t) dt = ap2mHpy (0) = 2mag, .
—7
Hy @) .
On pose K (t) = ” site|[-m7m|\{0}, K(t)=0sit=0ou|t| > .

Comme |H,, (t)| = |v(t +to) — v(to) cost — v'(tp)|, on constate que la fonction K ne dépend pas
de ng.

H,, (1 H,,(t) — Hu, (0
n%() est une fonction continue sur [—m, 7]\{0} et K(¢) = no () - no (0) — |H;, (0)| =0
lorsque t tend vers 0.Ainsi

lim K (1) = 0.

K se prolonge donc par continuité sur [—m, 7|, elle donc bornée sur [—m,x], et donc sur R
(puisque nulle & l'extérieur de [—m, 7]).

D’apres I11.C.2), on a
o 8N | [T
2" ano| = — Hi, (t)gn (t) dt| .
-7

En exprimant gy (t), on obtient
SN

iy
2 aug| < = [ |Hay (0] DA dt
mIN J-x

sin* (N + %) t
W

Par convexité, on a |sinf| > 2|6| pour § € [—7/2, /2], ainsi

8N [T
20 < — K(t)|t dt.
s < =5 [~ KOl

20|, | < dt.

K(t)

SNx3 [~ sin? (N + %) t
N /—71' ‘t‘g

On effectue le changement de variable 6 = (N + %) t

8N (N+%)2 m(N+3) 6 sin 0
QnO‘anO‘ S / K 1 3 de.
Iy —n(N+1) N+35) 0]

Finalement, on minore Iy d’apres I11.A.2)

2" ap,| <

2
8 (N + %) m(N+3) 6 sin 9
— e K(——) 22 2
Nt ey W) T
. ... P t sin*t .
Notons f,, la fonction positive définie sur R par f, (t) = K NI La fonction
2

sin* ¢
U:t— sup |K (9)\W est intégrable sur R et domine chacune des fonctions f,,. Ainsi
OeRT

2
83 (N +13) (oo i
2™ |gp | < M/ K Ll sin” 6 o
CN? o \N+1) 013
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2 25
D’apres le choix des ng, on a (1 + %) < 6 11 suffit alors de considérer C' = 25” > 0, pour
obtenir . , g
Q"O‘ano‘ SC// K N—_|_1 Wdt
o 3
t

[I1.D.3) D’apres II1.D.1), on a hril K (N 1) = 0. Ainsi la suite de fonctions f,, converge simple-

ng—-+o0 =

2

ment sur R vers la fonction 0.
La majoration de la suite de fonctions (fy,,), permet d’utiliser le théoreme de convergence

dominée. Il en résulte que lim 2"°q,, = 0.
ng—-+o0

Partie IV -
Si la fonction x est dérivable en un point to €]0, ], alors u est également dérivable en ¢.
1, COS Q"t)
On a, d’apres 1.B.5), u :—+Z .
- . . 1 (=)
u est donc une série de Fourier lacunaire avec ag = 6 et a, = i1 pour n > 1.

2"a,, = # n’est pas le terme d’une suite convergente, ce qui contredit le résultat [II1.D.3).
Ainsi la fonction z n’est dérivable en aucun point de |0, 7].

FIN
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