Corrigé ccp math2 PC

Partie I

On notera pour tout n € N, f,, la fonction polynomiale f,, : x — (22 —1)".

k
On notera également pour k € N, indifféremment, D*((2? — 1)) = (f,,) ) (z) = d—k [(z% —1)"]

dx

I.1.
PQ(.Z‘)Zl
Pi(z) ==

3.2 1
Po(z) =322 -1
2(0) = 507 =3
Pg(l'):gl's—%l’

I.2. Pour tout n € N, la fonction f, est paire. Par conséquent sa dérivée nieme est une fonction paire si n est
pair, impaire si n est impair.
Donc, pour tout n € N et pour tout z € R,

P, (—x) = (=1)" P, ().

1.3. On déduit de ce qui précede que P,(0) = 0 si n est impair et que si n est pair, P} est impaire d’ott P),(0) = 0.
Reste a déterminer pour tout p € N, Py,(0) et Py, .4 (0).

1)%P = Z C§, (—1)?P=F 2% Comme D?(2?*) = 0 si k < p, on obtient en dérivant 2p fois :

2p

1 _
Poy(zx) = ——— Ck (—1)2r—k D2p(32F),
P5) = g s 20 Ol D) (
D?P(22F) est nul en x = 0 sauf si k = p auquel cas il vaut (2p)!. On en déduit apres simplifications :
(2p)!
P,(0) = (-1 ——
2p( )=(-1) 22p (p!)Q
De la méme maniere,
1 2p+1
Ph (@) = g O (—1)PFh D22 (g2h)
i 2%+l (2p +1)! =
2p+1
N Z Ck 1)2p+1-k & 2k—2p—2
92r+1 ( 2p + 1!, p+1 ( (2k — 2p — 2)!
D’ou 'on déduit :
(2p+1)!
P, (0)=(=1)p L
2p+1( ) ( ) 22p (p')Q
Soit finalement pour tout p € N,
(2p)!
— (—1)P ! =
Py,(0) = (—1) T )7 P3,(0) = 0.
(2p+1)!
/ — (— [
Pap41(0) =0 P3,14(0) = (=1)P 220 ()2
1.4.
. . . L 9 9 .
Soit n € N, en appliquant la formule de Leibnitz a s [(z? — 1)(z? — 1)"], on obtient
xn
dn+2 n+2
T [(z* = 1) = Zc 1o DF(2? — 1) D"P2R (2% — 1))

— ch+2Dk 22 — 1) DR (22 — 1))

mO2pp2ca.tex - pagel



(5 = )D™2((@? = 1)) + 2(n + 202D (5% = 1)) + (0 -+ 2)(n+ D" ((2* — 1)")
= 2"nl[(2® = 1)P)(z) +2(n+ 2)zP(z) + (n +2)(n+ 1) P, (z)]

D’autre part, f) () = 2(n + 1)z (z* — 1)". En appliquant de nouveau la formule de Leibnitz & la dérivée
(n+ 1)iéme de ce produit , on obtient :

n+2 ntl
% (@ -1 = 2(n+1)Y Ck, DM (@) DR ((@? - 1))
k=0

= 2(n+1)[x D" (2% — 1)™) + (n+ 1)D™((2* — H™)]
= 2(n+1)2"n! (zP)(z) + (n + 1)Pa(x))
En identifiant, on obtient 1’égalité voulue
(1 —2?)P!(z) — 22P)(z) + n(n + 1)P,(x) =0

1.5. Soitn € N* et k € [0,n — 1]. 1 et -1 sont racines d’ordre n de f,, donc racines d’ordre n—k de FR = pk (fn)-

Montrons par récurrence sur k € [0, n] la propriété Py : ” F) gannule au moins k fois sur ] —-1,1["

e Py est vraie.

o f, s’annule en —1 et en 1, est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1,1, donc f/, s’annule au moins une
fois sur | — 1,1[ d’apres le théoréme de Rolle : P; est établie.

e Supposons Py, vraie pour un certain k € [1,n — 1]. Notons aj, ..., ai les zéros de f,gk) dans | — 1,1 avec
—l<a;<azy<---<ap<1l Commen—Fk>1, f,gk)(—l) = f,gk)(l) = 0. Notons ap = —1 et a1 = 1.

Pour tout i € [0, k], ,Sk)(ai) = ,Skﬂ)(aiﬂ) =0, £{¥ est continue sur [av;, aiy1], dérivable sur |a;, aiiyq ]|

d’aprés le théoreme de Rolle, il existe 3; €] ai, i1 [ tel que fA1(3;) = 0.

Ona—-l=agy<fy<a1 < - <a; <f <ajp1 << P <a=1, on obtient donc ainsi k + 1 racines
distinctes de f,(lkﬂ) dans | — 1,1 ce qui prouve Py1.

La récurrence est établie : Py est vraie pour tout k € [0, n].

nl ' 7(ln)
une fonction polynéme de degré n en tant que dérivée nieéme d’une fonction polynéme de degré 2n, P, admet
au plus n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité.

Ce sont donc les seules racines de P, et elles sont simples.

En particulier, P,, assure que P, =

admet n racines distinctes dans | — 1,1[. Comme de plus P, est

Partie 11

IL.1. f(x,y) est défini pour 2% + 1 > 22y , ce qui équivaut a

B 1 1 1 1
z=0ou(x>0ety< 5(30—1—5)) ou(x <0ety> 5(35—1-5))

Soit ¢ la fonction définie sur R* par ¢(z) = % (x + %)

Dy={(0,y) [yeR}U{(z,y) [z >0et y <o)} U{(z,y) [z <0ety>p(z)}
La fonction ¢ est impaire : les deux ensembles { (z,y) |z > 0et y < p(x) } et { (z,y) |z <0 et y > ¢(z) } sont
symétriques par rapport au point O.
Etudions la fonction ¢ sur R} :
1

2_
VweRj,go’(x):x — ¢ (@) >0=z>1let p'(z)=0=z=1

X
De plus i =i = +o0.
eplus lim o(z) = lim ¢(z) = +oo

On en déduit le tableau de variations de ¢ sur R} puis, en gris la représentation graphique de Dy, le domaine
ouvert délimité par les deux branches de la courbe représentative de .

T 0 1 400
¢'(z) - 0 +
+00 +00
o() N /!
1
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Dy £

11.2.
y 1—2? 1—2?
E=1{0y) |y eRIU{(z,y) [z cR", [y] < x| P=1{09) lyeR}U{(2,y) |z €] -1,1] [y] < x| }-
2
On peut ici utiliser la fonction ¥ définie sur [—1,1]\ {0} par ¥(x) = 12| x|
x

U est paire, strictement décroissante sur ]0,1], (1) =0, ¥/(1) = —1 et lir(r)1+ U(z) = 4o00.
xr—

& est le domaine ouvert délimité par les courbes représentatives de  — ¥(z) et  — —¥(z) pour = €] —1,1]
représenté en gris ci dessus. On peut remarquer que £ C Dy.

I1.3.
On peut remarquer que f est de classe C* sur D donc aussi sur £ et que pour tout réel y, il existe h > 0 tel
que | —h,h[x{y} C & : on suppose que les fonctions A,, sont de classe C* sur R.

+oo
Pour tout x €] — 1,1, (x,0) € £ et donc f(x,0) = Z Ap(0) 2™
n=0

1

D’autre part, pour tout z €] — 1,1, f(z,0) =
V1422

dont on connait le développement en série entiere sur

] —-1,1[:
22 (-1 (20)

Vre] —1,1] (1+m2)_1/2=z z2"
n=0 22" (n')Q
Par unicité du développement en série entiere de = +— B S ] — 1,1, on en déduit que

V1422

(-1 ()

Vp N A2p+1(0) =0et AQP(O) = (2Pp!)2

d =
De plus par hypothése, pour tout (z,y) € £, 6—f (x,y) = Z Al (y)z™.
Y n=0

) =
En particulier pour tout « €] — 1,17, B_f (2,0) = Z Al (0) z™.
Yy n=0

3} 0
Or pour tout (z,y) € &, B_f (z,y) = 2(1 — 22y +22)"3/2 et Vo €] — 1,1] B_f (z,0) = x(1 +22)~3/2,
Y Y
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—+00 o0

Or Ve €] —1,1] x<1+x2>-3/2=x25n 20) = $° 8, 2211 avee By = 1 et
n=0

-3/2(-3/2-1)-- ( 3/2+n—1)

' soit apres simplifications,
n!

(=1)" @2n+ 1!
(2" n!)?

On en déduit par unicité du dévelopement en série enticre de z — z(z? + 1)

pour n > 1, G, =

vneN f,=

~3/2 que

(—1? 2p+ 1)1

VpeN AL (0)=0et Ay, ,(0) = @ )

11.4.
I1.4.1. Pour tout (x,y) € &,

o/ (,y)=—(zr—y) (1 — 22y + 22)=3/2

of
ox 15

(,9) = (1 — 2y + 22) 3/,
Y

of of _
Or pour (z,y) € €
< -1 5 N af =
= ZAn(y)nx" d’olt x%(x,y) = ZnAn(y)x"
n=1 n=1

+oo —+oo
9]
= S A Aot w ) = 3 A0 = zAn (@)
Y n=0

et y — (z,y) Z yAl (y) z™.
On obtlent donc pour tout (z,y) € &,
yAL(y) + Z (nAn(y) + A1 (y) — yA;, () 2™ = 0.

On a déja remarqué que pour tout réel y, 11 existe h > 0 tel que | — h,h[x{y} C€&.
Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle, (z +— 0, z €] —h, h[), on en déduit les égalités
demandées :

Vy e R yAL(y) =0 et pour tout n > 1 yA (y) — Al _(y) =nA,(y
0 n n

11.4.2.
0
De la méme facon, pour tout (z,y) € &, (1 — 22y + 22) G_f (x,y) + (x — y)f(z,y) = 0. D’autre part,
x
of = .
e (x,y) = Z (n+1)An41(y) 2™, 2xy — (z,y) Z 2nyAn(
n=0
+oo too

+o00 e +o00
)= Ana@a"  yf(zy) =Y yA.(y)x
n=0

n—
On obtient donc pour (z,y) € &,

—+oo

D ((n+1DAnia(y) — 20+ 1)yAn(y) +ndn_1) 2" + Ai(y) — yAo(y) = 0.

n=1

Par unicité, & y fixé du développement en série entiére de la fonction x +— 0 sur un intervalle ouvert | — h, h |,

on en déduit les égalités (2) :

Ai(y) —yAo(y) =0
weR { An(y) — (2n — 1)yAn—1(y) + (n —1)A,_2(y) = 0 pour n > 2
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I1.4.3. Pour n = 1, on obtient en dérivant la relation A;(y) — yAo(y) = 0 et en utilisant que yA{(y) =0 :
vy eR  Ai(y) = Ao(y).

La relation (3) est vraie pour n = 1.
Pour n > 2, en dérivant la relation (2), on a pour tout y € R,

nA,(y) — (2n —1)An_1(y) — (2n — DyA,_1(y) + (n— 1A, _5(y) =0.  (4)

D’autre part comme n — 1 > 1, on a d’apres la relation (1) :

Ao (y) = YA, 1 (y) — (n = D An1(y).
En injectant dans (4), on obtient apres simplifications nAZ (y) — n?A,_1(y) — nyAl_;(y) = 0.
Finalement

VneN"VyeR AlL(y) —yA,_i(y) =nd,a(y). (3)

n—1

I1.4.4. Remarquons que d’apreés (1), Aj, est nulle sur R* et donc sur R par continuité. On en déduit que Ay =0
puis que la relation (1 — y?)A” (y) — 2yA’, (y) + n(n + 1)A,(y) = 0 est vraie pour n = 0.
Pour n > 1, on obtient en dérivant (3) :
AL(y) —yAL () = (n+ 1A, 1 (y) (5)
En dérivant (1) et en multipliant par y :
YA (y) —y AT 1 (y) = y(n + DAL (y) — 2945, (). (6)

(5) — (6) donne :
1=y A5 () = (n+ 1A, 1 (y) —yAL (1) — 2945, (y) = —n(n + 1)An(y) — 2yA;, (y) en utilisant (1).
Finalement

vneNWyeR (1-y*)A7(y) — 294, (y) +n(n+ 1) Au(y) = 0.

Soit n € N et (B,,) équation différentielle : (1 — 22)z"(z) — 222/ (z) + n(n + 1)z(z) = 0.

A, et P, sont solutions de (B,) sur R. De plus P,,(0) = A,(0) et P, (0) = A}, (0). (questions 1.4 et I1.3).
Comme (B,,) est une équation différentielle linéaire du second ordre sans point singulier dans | — 1,1 [, on déduit
du théoréme de Cauchy-Lipschitz que P, et A, coincident sur ] —1,1].

Vn eN, Vy E] _171[ An(y) :Pn(y)

Partie IT1

avertissement J’utiliserai sans le démontrer le résultat suivant qui ne figure pas au programme pc méme s’il
figure dans de nombreux cours et ouvrages :

Si (an)nen et (bn)nen sont des suites de complexes telles que les séries Z |an| et Z | by | convergent, alors
neN neN
a . .
la série trigonométrique ?O + Z ayn cosnb + b, sinnf converge normalement sur R vers une fonction f 27
n>1
périodique dont les coefficients de Fourier trigonométriques sont les (an )nen et les (by)nen-.
“+oo

a . . s .

f(0) = ?O + Z an, cosnb + by, sinnf est donc alors le développement de f en série de Fourier.

n=1
I11.1.
Pour tous réels z et 0, 1 — 2xcosd + 22 = (z — ) (x —e™). Si x est fixé tel que |z| < 1, les fonctions
0+— F(x,0), 0 — C(x,0) et § — S(x,0) sont donc définies et de classe C* sur R.
De plus, pour tout réel 6, .
O, 0) +iS(z,0) = — - ze ™" - S —
(x—e)(xz—e"") (e =1)(ze"" —1) 1-—¢"zx

1—ze 1

—+oo
Comme | ez | =|x| < 1,ona S Zx"eme.
1-e2 =
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Soit finalement , si \x\ < 1, pour tout réel 0,

C(z,0) +1iS(x,0) Zx cosn@—i—sz smn@—zgc cosn@—i—zzgc sin nf.

En prenant la partie reelle et la partle 1mag1na1re des deux membres de cette egahte on en déduit que
—+oo
Pour z €] — 1,1, V0 e R, C(z,0) = Zx cosnd S(x,0) Zx sin nf.
n=0

Comme | 2| < 1, la série g | z | est convergente : les séries trigonométriques g " cosnb et g " sin nf sont
n>0 n>0 n>1
normalement convergentes et d’apres le théoreme mentionné plus haut, ces égalités sont les développements en

série de Fourier des fonctions § — C(x,0) et 0 — S(z,0).

II1.2. Soit toujours z réel fixé, | x| < 1. Pour tout § € R, 2C(z,0) — 1 = (1 — 22)F(x, ).
—+oo +oo

On a donc F(z,0) = 1 (-1+4 22 ™ cosnf) = 1 (1+ 22 a™ cosnb).
1 - .’L‘2 n=0 1 - .’L‘2 n=1
Soit F(x,0) = Z un(x) cosnb avec
n

uo(z) = 1 5 et pour tout n > 1, u,(2) = 2 5

1—2 1—2
Comme | 2| < 1, la série Z | z | converge et la série Z | un ()| converge également. On en déduit que la série

n>0 n>0

trigonométrique Z un(x) cosnb est normalement convergente et que 1’égalité F(z, 0) Z un () cosnb est le
n>0
développement en série de Fourier de 6 — F(z,6).
D’autre part, pour z €] —1,1[et 6 € R, sin 0C(z, 0) + cos 0S(x, 0) = sinf F(z, ).
D’ou
—+oo
sinf F(z,0) = Z x™(sin § cosnf + cos @ sinnf) = Z 2" sin((n + 1)6).
n=0
X sin(n+1)0
>~

Sisinf # 0, F(x,0) = E—
sin

n=0
sin(n 4+ 1)0

sin ¢
En posant 6 = kr + h, sinf = (—1)¥sinh o (=1)* h.

sin(n +1)0 = (—=1)**tVsin(n + 1)h o (=1)H+DE (1),

de plus pour tout n € N et pour tout k € Z, 6 — se prolonge par continuité en k7 :

sin(n 4+ 1)0
Finalement, ¥ (=)™ (n +1).
sin 0 f—km
o sin(n 4 1)0 o
En prolongeant ainsi en k7, pour tout n € N “smg on peut ecrire
sin

= sin(n +1)0
P

sin 0

Ve el —1,1[, V6 eR F(z,0) =
n=0
I11.3.
Soit g € Z et 6 €] g, (g+ 1)7 [, |cos@| < 1 et d’apres 11.4.4, pour tout p € N, P,(cos 9) Ap(cos0).

On sait qu’il existe h > 0 tel que pour tout = €] —h, h[, (x,cos6) € £ et f(x,cosh) Z Ap(cos f)x

n
Z A (cos ) Ay, cos 0 est alors le coefficient devant 2™ dans le développement en série entiére, pour « €] —h, h |
k=0
de x — f?(x,cos0) = F(z,0).

'f sin(n +1)0 N

Comme pour |z| < 1, F(z,0) = -~
sin

)

n=0
par unicité du développement en série entiere de z — F(x,0), pour & €] — h, h|, on en déduit que
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sin(n +1)0

sin 0

Z Py(cos ) P,k (cosf) =

k=0

n
D’autre part pour tout n € N, 6 — ZPk(cos 0) P,,_r(cos ) est continue sur R et on a déja remarqué que
k=0
sin(n + 1)0 L N
# — ————" se prolonge par continuité en tout gmw ou ¢ € Z.

Par continuité, 1’égalité précédente se prolonge donc en tout g, q € Z.

- in(n+1)0
V0 e R, Vn € N Z Py(cos ) P, _i(cos ) = M
sin 6
k=0
Partie IV
IV.1.
Soit z(x Z apaz™sur ] — R, R[, R#0. z est de classe C* sur | — R, R] et
—+oo —+oo
"(z) = Z nay, 2" et x2' (1) = Z no,a™ = Z no, £
=1 n=1 n=0
+oo too
2"(z) = Z nn—1)a,z" 2= Z (n+2)(n+ 1)an122™
n=2 n=0
+oo +oo
222" (z) = Z n(n —1a, 2" = Z n(n — 1o, 2™
n=2 n=0
z est solution de (L)) sur | — R, R] si et seulement si, sur | — R, R| :
—+oo
> ((n+2)(n+ Danya — (n(n+1) = AA + 1)ay) 2" =0.
n=0

Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, ceci équivaut a

VneN (n+2)(n+ Dapre=mn+1)—AA+1D))a, =0 —=N)n+ A+ 1)a,.

m=XA)n+A+1)
(n+2)(n+1)

z est solution de (Ly) si et seulement si pour tout n € N, ay 42 = Q.

IV.2.
La formule de récurrence précédente équivaut a :
Cp—1+XN)(2p—2-)) Cp+A)(2p—1-X)
Vpe N ag, = agpp—1) et Vp N « = 2p—1.
! v (2p(2p— 1) Hom S o (2p +1)(2p) o
Soit encore par récurrence :
p—1 P
I @k = N@k+1+N) [T @k—1-M@k+N
k=0 k=1
VpeN « o o ot -
p 2p (2p), 0 2p+1 = (2p T 1) 1
p—1 P
+OOH(2/<:—)\)(21<:+1+/\) OOHQk;—l—)\)(Qk:—i—/\)
. k=0 Z1
IV.3. Soit 21 : . — x2P et 2o T — x2ptl
pzzo (2p)! go (2p +1)!
p—1 P
I @k—=N@k+1+ N [T @k—1-3@k+N
k=0 k=1
Not tout p € N, = t = 2p+l,
otons pour tout p B2p ) et Bapt1 1) T
Comme \ ¢ Z, pour tout n € N, 3, #0 et
n - A +A+1
lim Ptz = lim (n )n ) = 1. On a donc pour = # 0,
n—too  f3, n—too  (n+42)(n+1)
2p+2 2p+3
x x
lim Pap-2 =|2?| et lim M = |2?].
ptoo | By, a?P potoo | By g 2P T
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D’apres la régle de D’alembert les séries Z Bop 2P et Z Bap+1 22P*! sont absolument convergentes si |z| <1
p=>0 p=>0

et grossierement divergentes si |z | > 1.

Ces deux séries entieres ont toutes les deux pour rayon de convergence 1. Comme de plus elles sont ”disjointes”

(plus précisement les deux suites de leurs coefficients sont & supports disjoints), le rayon de convergence de toute

combinaison linéaire non nulle de ces deux séries entiéres est encore 1.

Or les solutions développables en série entiere de (Ly) sont les fonctions z = agz1 + a22. Ce sont (mis & part

la fonction nulle) des sommes de série entiére de rayon de convergence 1.

Comme (L) est linéaire du second ordre sans point singulier dans | —1,1[, on obtient ainsi toutes les solutions

de (Ly)sur] —1,1[.
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