Corrigé maths 2 CCP 2000

Partie I
I.1. "
I.1.1. Pour tout complexe z, la série Z Z—' est absolument convergente (de somme e*), donc également la
n>0
série —
=0 (n+1)!
ZTL
Le rayon de convergence de la série entiere Z ———— est +o00.
(n+1)!
n>0
1.1.2.
e —1
5(0) =1 et pour tout z € C\ {0}, S(z) = ——-

1.2.
I.2.1. La fonction f est continue sur le disque ouvert D(0, R), en tant que somme d’une série entiere de
rayon de convergence R. Or f n’est pas définie, ni prolongeable par continuité en 2im, donc

2r < R.

1.2.2.

By =f(0) =1

1.2.3. Pour tout complexe z tel que | z| < 27, S(2)f(z) = 1. En utilisant le théoreme relatif au produit de
deux séries entieres,

+oo
si|z] <2m, f(2)S(z) = Z cp 2™ avec pour tout n € N,
n=0
n B n
p 1 1 »
Cn = — = Chi1Bp-
pzz:op! (n—p+1)! (n+1)!p:0 "
Par unicité du développement en série entiere de la fonction 1, on en déduit que ¢y = 1 et pour tout n € N*,
n—1
¢n, = 0. On obtient pour tout n € N*, Z Cl . By+(n+1)B, =0.
p=0
1 n—1
Pour tout n € N*, B,, = — — Z CP . B,.
=0
On sait que By est rationnel; si pour un certain n € N*, By, By, ..., B,_1 sont rationnels, la formule de

récurrence précédente prouve que B,, 'est également.
Par récurrence, on en déduit que tous les coefficients B,,, pour n € N, sont rationnels.

1.2.4.

1 1 1
Bi=—=, By==, B3=0, Byj=-——"
1 9 2 6’ 3 ) 4 30
1.2.5. Soit z € D(0,2m). Si z # 0,
z z e“4+e 7 -2 . .
f(z) = f(=2) = + =z = —z, ce qui est encore vrai pour z = 0.

e“—1 e *-1 (e —=1)(e7*=1)

Pour tout z € D(0,27), f(z)— f(—2) = —=.
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+oo B +oo (_1)an

_n n _ N ) TN n
Or f(2) =Bo+ Biz+ Y * 2", f(—2) = Bo Biz+ Y S
n=2 n=2
+oo n
1-(-1)™B
On obtient pour tout z € D(0,27), —z = 2B1z + Z % 2"
n!

n=2

Par unicité du développement en série entiere de la fonction z — —z, on retrouve que By = — % et pour
1-(-1)"B
tout n > 2, %:0.
n!

On a alors,

Pour tout £ > 1, Byg41 = 0.

1.3.

I.3.1. Soit z € C\ 2inZ

f4z) — f(22) 4 2

z (e -1 (e +1) -1
(1—e*)

e
=2
- 2z + 1

4z) — 2 2z
On en déduit alors que A(z) =1+ f(42) = f22) _e 1

z 622 + 1
Pour z = 0, I'égalité est encore vraie en considérant hn% A(z).
Z—>

fUR) - F(22) o1 oo

Pour tout z € C\ 2inZU{0}, 1+

z _622_’_1_62_’_672
et _ e ia: efia:
1.3.2. Remarquons que si z € R, =thx etsixz eR, xgé + 7, %:itanx.
e’ e " et +e
D’autre part, si |z| < T \42\ < 27 et |2z] < 2. On a alors, en tenant compte du fait que B; = — % et

Bojy1 —081k>1
—+o00 2pB2p
2

f(42) —1—2z+z 2p 2 f2n)=1-2+Y !
p=1

+o00 +oo
- f(4z) — f(QZ) B Z ng 2(2% 1)1 =} 7B2p+2 220 +2(92p2 _ 1), 241,
(

P d’ou

z 2p)! = (2p+2)!
En particulier, si z est réel et |z | < g,
+o00 B
thz = Z ﬁ 22p+2(22p+2 — 1)1-2]74’1
— P :
p=0
De méme, tanz = l_A(z'x), soit
i
+oo B2 1o
tanx = Z (_1)]7 ﬁ 22P+2 (22p+2 — 1)1.2174’1
— P :
p=0

Notons R, et Ry les rayons de convergence respectifs des séries entieres précédentes.

Bap+2
Ry = Ry = sup{r € R" | <‘ #JFQQPH(QQPJr2 - 1) ‘rgp“) est bornée } et comme ces deux séries

(2p+2)! P
entieres sont absolument convergentes si \x\ < 5 Ry = Ry > 2 D’autre part la fonction tan n’étant pas
définie ni prolongeable par continuité en 5 Ry < 72T
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Ry = Ry

I
b1

1.4.
“+oo “+o0 B

n
Tz __ T _n : =n .n
I.4.1. Pour tous complexes z et z, e** = Z% T2 et si|z| <2m, f Z A
n=
En utilisant le théoreme relatif au produit de deux séries entieres, on en dedult que pour tous complexes x
et z tels que | z| < 27,

+oo n P B
f(z)e** = Z cp 2" ol pour tout n, ¢, = x_' nipl .
vt = P! (n—p)!
On a alors f(z Z Bn(x) = 01‘1 pour tout entier n et pour tout réel x,

n
=Y Cra?B,_,.
p=0

Pour tout entier n, (3, est un polynome de degré n de coefficient dominant C! By = 1.
Bn(0) = CYB,, = B,.

I.4.2. Soit k >0et x € C.

k+1
Bry1(z) = Brg1(z ZCk+1 ((x+1)? —2P)Brt1-p
p=0
k+1 p—1
- ZCZH (Z Cpa") Bs1-p
p=1 h=0
k k+1
:th( Z Ck+ICka+1*P)
h=0 p=h+1
k k+1
k+1)! p!
=YY o Buiroy)
h=0  p=h+1 pl(k+1—p)! Al(p —h)!
k k+1
=> Claa"( D Cil,Briiy)
h=0 p=h+1
k k+1 h
:ZC 2" Z Ch1-nBra1-n—1)
h=0 =1
k k—h
= Czﬂxh( Crs1-nB )
h=0 q=0

Orsin>1, Z c? 1184 = 0. Dans la somme précédente reste donc uniquement le terme correspondant a
q=0
h =k, de valeur C}, 2*By = (k + 1)a*

Br+1(z+ 1) = Bey1(z) = (k+1)a*

N N
Soit k € N et N € N*. Notons Sp v = an = an

n=1

N
Sen = k—il 22% (Breg1(n +1) — Brya(n)) =

Comme S 41(0) = Bit1,

Pl (Br+1(N +1) = B+1(0)).
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ZN: <5k+1(N+ 1) — Bk+1>

1.4.3. Pour tous complexes = et z avec | z| < 2w, | —z| <27 et h(1 —x, —z) = f(—z)e %e”?.
—Zz
Or f(—z)e % = — =2 = ——% _ = f(2). Dou
fma)et = - o2y

h(1 —x,—z) = h(z,2)

Soit x € C, fixé. L’égalité précédente et I'unicité du développement en série entiere de z — h(z, z) prouve
que

VneN B,(1—2z)=(-1)"F,(x)

En particulier

Bp(1) = (=1)"3,,(0) = (—1)"B,.

I.4.4. En admettant que ’on peut dériver terme a terme, pour tout réel x et tout z € D(0, 27),

“+oo
oh
n+1 Too n

Mais on a aussi oh (z,2) = zh(z, 2) Z Bn(x = Z Brn-1(z)n Z_ . Par unicité du développement
ox = n!
en série entiere, a x fixé de z — zh(z, z) on en dedult que pour tout n € N*| ! (x) = nf,—1(z). Comme ce

résultat est valable pour tout réel x, on obtient 1’égalité des deux polynomes

VneN (.= (n+1)5,.

Soit n > 1.
I—/@zdw-+L/mH P e = L (B (1)~ s 0).
Br+1(1) = Bnt1(0) = ”H —1)Bp1

Sin est pair, n + 1 est un entler impair supérieur a 2, donc B, 41 = 0.
Si n est impair, (—1)"*! — 1 = 0 Dans tous les cas,

Pour tout n > 1, fol Bn(z)dz =0

Partie II
II.1. Pour tout n € N, d’apres 1.4.1, G, (x Z CPaPB,_p,. On connait By, By, Bo, B3 calculés en 1.2.4.
p=0
On en déduit
_ .1 _ 2 1 _ 32,1
Bi(z) == 5 Bo(z) = x x+6 Bs(x) = o3 236 + o

remarque on aurait pu €galement déterminer ces trois polyndomes en utilisant uniquement les formules de
récurrence (i) et (ii). Le texte de la question est ici un peu ambigu.

I1.2.
I1.2.1. D’apres 1 4 3, 52(1 — z) = B2(x). On en déduit que pour tout x € [0, 27|, Po(z) = Po(27 — ), puis
par 27 périodicité que P, est paire.
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Comme P, est 27 périodique, continue sur [0, 27[, pour montrer la continuité sur R, il suffit de montrer que
4 est continue a gauche en 0, ce qui est assuré par la parité de @, : lin% Dy(y) = lin% Dy (—z) = P2(0).
y— xr—
y<0 x>0

I1.2.2. Comme P, est paire, les coefficients b, (®2) pour n € N*, sont nuls.

Pour tout n € N, a,(®3) = %/Oﬂfbg(t) cosntdt = 4 01/262(38) cos(2mnzx) dz, en effectuant le changement
de variable z = % :
ap(®2) =0
Pour n > 1, apres deux intégrations par parties,
a5 (®2) = n21ﬂ_2 '

La fonction ®, est continue sur R, 27 périodique et C! par morceaux. D’apres le théoreme de Dirichlet de
convergence normale, la série de Fourier de ®5 converge normalement vers ®5 sur R.

“+oo
cosnxr

n?m?

Ve eR, ®y(z)=

n=1

I1.3.
I1.3.1. Montrons que pour tout k > 2, &, est continue sur R.
Le raisonnement est le méme qu’en I1.2.1 : soit & > 2, la fonction ®; est 27 périodique et continue sur
[0, 27[ car ) est continue sur R. Il suffit d’établir la continuité en 0, & gauche .
Or lim Dp(y) = S ®(y) = lim G (t) = Br(1).
y<0 y<2m t<1
Or Bi(1) = (—=1)*¥8,(0) = (—1)* By, d’apres 1.4.3. Si k est pair, B(1) = B(0). Si k est impair, comme k > 2,
By =0 et (1) = B(0) = 0.
On a donc Z}ILI(I) @ (y) = P (0), ce qui assure la continuité & gauche de @y, en 0 et la continuité de Py, sur R.

y<0
Soit k > 3. @y, est dérivable sur [0, 27| de dérivée:
1 T k T k
04 = =061 () = — Bp_1(=) = — D _ )
Comme k—1 > 2, &, _; est 21 périodique, continue sur R. @y, est 27 périodique, dérivable sur |0, 27| et admet

en 0 des dérivées a droite et a gauche, ®,.d(0) = - P_1(0) et @} 9(0) = gchzngr217r 3 D1 (z) = 3 D_1(0).
€T s

On en déduit que :

Pour k > 3, ®;, est de classe C! sur R et &, = L3 Dp_1q.

m

Montrons par récurrence sur k > 3 la propriété Py suivante :

|
", est de classe CF et @k(kﬁ) = 2’“57 0,7
e On vient d’établir Ps.
e Supposons P, vérifiée pour un certain k > 3. De &} | = % ®},, on déduit que @441 est de classe CF1
T

_ k+1)!
- _ kQ——;l @k(k”) = (7) ®5 par hypothese de récurrence. Py, 1 est vérifiée et la récurrence

et que ¢, Y
est établie.

I1.3.2. Soit p € N*. La fonction 27 périodique 5, est de classe C?~2 et @gipﬁ) = o,P2 en notant
@
L 92p—1_2p—2

Comme @, est paire, on en déduit que Pq, est paire (ce que 'on pouvait également déduire de 1.4.3). Donc
pour tout n € N*, b, (Pg,) = 0.
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De plus les relations entre les coefficients de Fourier d’une fonction et ceux de ses dérivées donnent:
Vn e N*,  a (@57 %) = (1P 102 2q, ().
On en déduit que pour tout n > 1,

(=1 (2p)!

an(®2p) = 92p—1_2p 2p

27 1
Enﬁn, a0(<I>2p) = % ; ng(%) dt = QA ng(l') dz = 0.

a0(<I>2p) =0

La fonction ®3,, pour p > 1 est 27 périodique, continue sur R de classe au moins C L'sip>2etC! par
morceaux si p = 1. D’apres le théoreme de Dirichlet de convergence normale, la série de Fourier de ®9,
converge normalement vers ®,, sur R.

Ve e R, ®yp(z) = Ji:.o (1) (2p)!

n=1

W COS(TLI’)

I1.3.3. L’égalité précédente apliquée a x = 0 donne

(=P 2p)! X1
Dop(0) = B2p(0) = Bap = I S :

+oo 1 (_1)p7122p71ﬂ_2p/82p(0) .

nzz:l ﬁ B (2p)!

Partie III
tacfl
ITL.1. Soit z > 1. La fonction ¢ — — " est continue sur |0, +o0].
et —
r—1
En 0, i iadt t*=2 = % - Comme = > 1, 2 —x < 1 et cette fonction est intégrable sur ]0, 1] donc aussi
—1 t— -
1 !
t— par comparaison.
e —1
tacfl 1 z—1
En +oo, ~ t*le7t = o (). La fonction t est donc intégrable sur [1,4o00] et
el —1 t—too t—oo 42 e —1
finalement intégrable sur |0, +oo].
tacfl e(mfl) Int
IT1.2. Notons f : (x,t) — = .
el —1 el —1
Par théoremes d’opérations, la fonction f est de classe C* sur |1, +00[x]0, +-00].

ak
Pour tout k € N, 8—J]: (x,t) = (Int)* f(x,t).
x
(pour k =0, il s’agit de la fonction f).
Pour tous réels a et b tels que 1 < a < b et pour tout = € [a, b],

Ve, 1), |0 < =

et—

b—1
< :f(bvt)

vt e [1,+o0], |f(x,1) o
< fla,t) + f(b, ).

Finalement, pour tout = € [a, b], Vt €]0, +oo[, | f(z,1)
Soit k € Net ¢ > 1, notons ¢y, . : t — | (Int)* f(c, 1) |.
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e La fonction ¢y . est continue sur |0, 400l
e i (t) iadt (|Int |)Fee=2,
Soit « tel que 1 < a < ¢, par croissances comparées, 2yn% t7 20 (t) = 0 et comme a > 1, t — t*72 est

intégrable sur ]0, 1]. On en déduit que ¢y . est intégrable sur |0, 1].

e vrc(t) ~ (|Int)hrtelet = o (%) La fonction ¢y . est donc intégrable sur [1, +o0] et finalement
t—+o0 t+oo ¢

sur |0, +oo.

bilan:

Pour tout k£ € N, pour tous réels a et b tels que 1 < a < b et pour tout = € [a, b,

vt 6]07 +OO[7 ‘ f(xv t) ‘ < “Pk,a(t) + “Pk,b(t)
ou la fonction ¢y, + ¢k p est intégrable sur |0, +o00] en tant que somme de deux fonctions intégrables.
La fonction f et toutes ses dérivées partielles (par rapport a x) sont continues et vérifient I’hypothese de
domination sur les segments de |1, +oo].
On déduit du théoreme de dérivation relatif aux intégrales a parametre que la fonction F est de classe C*
sur |1, o0

—t

I11.3.
e

II1.3.1. Soit x fixé, x > 1, pour tout ¢ > 0, en écrivant . 1 _ ~, comme e~! €]0, 1], en utilisant le
e—1 1—e"

sur | —1,1],

1 “+oo “+oo
—e ! E et — E e—nt
n=0 n=1

et—l_

développement en série entiere de 1
14z

et donc,
tﬁ?f 1

et —1

+oo
— E tr—lg—nt

n=1
I11.3.2. Soit n € N* et z > 1. La fonction ¢ — t*~le™™ est continue sur [0, +o0[. (z — 1 > 0).

En 400, comme n > 1, par croissances comparées, t*"le™™ = o (=

), ce qui assure l'intégrabilité de
t—+oo 42

cette fonction sur [0, +o00l.

I1.3.3. Remarquons tout d’abord que I'intégrabilité pour tout > 1 et pour tout n > 1 de t s t*~le™n
assure ’existence sur |1, +o0o[ des fonctions I' et I';, pour n > 2.

A
Soit A > 0 et n > 1. Dans l'intégrale / t*~le=nt dt, effectuons le changement de variable C', u = nt.
0

A 1 nA
tr-le=nt qt = — / u* e~ du
0 n-Jo

puis en faisant tendre A vers +oo, puisque les fonctions en présence sont intégrables,

Vn>1, TIy(z)=—=T(z)

+oo+oo
II1.3.4. Pour tout z > 1, en utilisant I11.3.1, F(z) = / > trmlemmt e,

0 n=1
Notons, pour tout n > 1, u,, : t — t* e ",

e Pour tout n > 1, u, est continue et intégrable sur [0, +o00[ d’apres I11.3.2.
txfl

e La série de fonctions ), -, u, converge simplement sur |0, +-o00[ vers h : t — , continue sur |0, +0o0l.

e —1
e Pour tout n > 0, la fonction u,, est positive sur |0, +-00].

D’apres le théoreme de convergence pour les séries de fonctions positives sur un intervalle, la convergence
de la série ) f0+°° U, (t) dt équivaut a l'intégrabilité sur |0, +oo[ de la fonction limite h et on a dans ce

+00  too +o0
cas, Z/ un(t) dt :/ h(t) dt.
n=1"0 0

Or on sait d’apres II1.1 que h est intégrable, on en déduit alors que
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+oo +oo 1
Pour tout > 1, F(z) = I, (z) =T(x). —

—t

De plus pour tout > 1 la fonction continue, intégrable t — t*~le

+oo
10, +o0[, donc I'(z) = / t*“le=tdt > 0. D’ou
0

|
+
8

(z)

Pour tout z > 1,
I'(x)

3
Il
_

1

xT

n

I11.4.

n=
est a valeurs strictement positives sur

II1.4.1. Soit k& > 3, € et A deux réels strictement positifs.. En effectuant une intégration par parties dans

A
/ thF=1le~t dt, on obtient :
g

A A
/ th=le=tdt = eb=le=s — Ak—le=4 1 (k — 1)/ th=2e~tdt
g g

Comme les fonctions en présence sont intégrables sur |0, +00[, que lin% gk
E—

par croissances comparées, en faisant tendre ¢ vers 0 et A vers +oo, on obtient :

T(k) = (k—1)D(k —1)

e € =0,que lim AFle=4 =0,

A—+oo

Remarquons que la fonction I' est définie en x = 1 et que le calcul précédent est encore valable pour k = 2.

+oo
II1.4.2. T'(1) = / e~ ' dt = 1. Par récurrence facile,
0

VkeN* T(k)=(k—1)!

puis en utilisant I11.3.4

k

—-n !

vk>2,y L= =
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