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Première partie

1. Si γ = 1 on a f ′(x) = f(x) et f(0) = α ce qui est équivalent à f(x) = αex.
2. Si γ = −1 alors f ′(x) = f(−x) d’où f ′′(x) = −f ′(−x) = −f(x) par conséquent f s’écrit

sous la forme f(x) = λ cosx+ µ sinx.
f(0) = α donne λ = α puis f ′(0) = f(0) = α fournit µ = α donc, nécessairement, f
s’écrit sous la forme f(x) = α(cosx+ sin x).
Réciproque immédiate.

3. a) Soit an =
γn(n−1)/2

n!
alors

an+1

an
=

γn

n+ 1
→ 0 donc le rayon de convergence de la

série entière
∑
anx

n est infini par conséquent, fγ(x) = α
+∞∑

n=0

anx
n est absolument

convergente pour tout x ∈ R et on peut dériver terme à terme.

f ′

γ(x) = α

+∞∑

n=1

γn(n−1)/2 xn−1

(n− 1)!
= α

+∞∑

n=0

γ(n+1)n/2x
n

n!

= α
+∞∑

n=0

γn(n−1)/2 (γx)n

n!
= fγ(γx).

Vu que fγ(0) = α alors la fonction fγ est bien solution du système (Cγ,α).
b) Si |γ| > 1 alors la série entière a un rayon de convergence nul.

4. a) On a (TAg)(x) − (TAh)(x) =

∫ x

0

(g − h)(γt) dt donc, pour x ∈ [−A,A], on obtient

|(TAg)(x)− (TAh)(x)| 6 |x|.‖g− h‖ 6 A‖g− h‖ d’où ‖TAg− TAh‖ 6 A‖g− h‖. TA

est lipschitzienne donc continue.
b) Par double implication.

• Si f dérivable est solution de (Cγ,α) alors f ′(x) = f(γx) est continue donc

f(x) − f(0)
︸︷︷︸

=α

=

∫ x

0

f ′(t) dt =

∫ x

0

f(γt) dt

soit f = TAf et ceci pour tout A > 0.

• Si f = TAf pour tout A > 0 alors f(x) = α +

∫ x

0

f(γt) dt donc f(0) = α et,

comme f est continue (dérivable), alors f ′(x) = f(γx).
c) Au a) on a déjà majoré |(TAg)(x)− (TAh)(x)| ce qui assure la propriété à l’ordre 1.

On fait alors une récurrence sur n : si |(T n
Ag)(x)− (T n

Ah)(x)| 6 γn(n−1)/2 |x|
n

n!
‖g− h‖

alors, en écrivant que T n+1
A = TA(T n

A), on arrive à

|(T n+1
A g)(x) − (T n+1

A h)(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

(T n
Ag)(γt) − (T n

Ah)(γt) dt

∣
∣
∣
∣
6

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

|(T n
Ag)(γt) − (T n

Ah)(γt)| dt

∣
∣
∣
∣

6

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

γn(n−1)/2 |γt|
n

n!
‖g − h‖ dt

∣
∣
∣
∣
6 γn(n+1)/2

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

|t|n

n!
dt

∣
∣
∣
∣
.‖g − h‖

d’où le résultat en intégrant.
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d) Pour x ∈ [−A,A] on a donc |(T n
Ag)(x) − (T n

Ah)(x)| 6 |γ|n(n−1)/2A
n

n!
‖g − h‖ soit, en

prenant la norme infinie sur [−A,A],

‖T n
Ag − T n

Ah‖ 6 |γ|n(n−1)/2A
n

n!
‖g − h‖ 6

An

n!
‖g − h‖.

Montrons que n(A) = 3⌈A⌉ convient :
• Soit un = lnn! − n lnn + n,

un+1 − un = ln(n+ 1) + 1 − (n+ 1) ln(n+ 1) + n lnn = 1 − n ln(1 + 1/n) > 0

car ln(1 + 1/n) 6
1

n
donc un > u1 = 1 > 0.

• On a ainsi n! >

(n

e

)n

or
n(A)

e
=

3

e
⌈A⌉ > A donc n(A)! > An(A) et par

conséquent, ‖T
n(A)
A g − T

n(A)
A h‖ 6 k‖g − h‖ avec k =

An(A)

n(A)!
< 1.

e) Soient g et h deux solutions de (Cγ,α) : on a TAg = g et TAh = h pour tout A > 0

donc ‖T
n(A)
A g − T

n(A)
A h‖ = ‖g − h‖ 6 k‖g − h‖ avec k < 1 donc ‖g − h‖ = 0 soit,

pour tout x ∈ [−A,A], g(x) = h(x).
Comme ceci est vrai pour tout A > 0, on en déduit que g = h sur R.

5. a) fγ(x), pour x fixé, est une série entière de γ qui converge pour |γ| 6 1 donc γ 7→ fγ(x)
est continue. En particulier lim

γ→0
fγ(x) = 1 + x.

b) Posons an =
n(n− 1)

2
et un(γ, x) = γn(n−1)/2x

n

n!
alors

∂p+qun

∂γp∂xq
(γ, x) =







an(an − 1)(. . .)(an − p + 1)γan−p xn−q

(n− q)!
si n > q

0 si n < q.

Pour (γ, x) ∈ [−1, 1]×[−A,A] on a
∣
∣
∣
∣

∂p+qun

∂γp∂xq
(γ, x)

∣
∣
∣
∣
6 |an(an − 1)(. . .)(an − p+ 1)|

︸ ︷︷ ︸

∼
n2p

2p

An−q

(n− q)!
= vn(p, q) (pour n > q).

Or
vn+1

vn
∼

(n+ 1)2p

2p
×

2p

n2p

A

n + 1 − q
→ 0 donc

∑
vn(p, q) converge par conséquent

∑ ∂p+q

∂γp∂xq
un(γ, x) converge normalement sur [−1, 1]×[−A,A].

On fait alors une récurrence sur p+q pour montrer que
∂p+qF

∂γp∂xq
existe et est continue :

• p + q = 1 est une conséquence immédiate du théorème de dérivation terme à
terme d’une série de fonctions dont la série des dérivées converge normalement.

• On suppose la propriété vraie à l’ordre n. Si p + q = n + 1 alors si p > 1 et

q > 1
∂

∂γ

(
∂nF

∂γp−1∂xq

)

existe et est continue, de même pour
∂

∂x

(
∂nF

∂γp∂xq−1

)

(toujours le théorème de dérivation).
Grâce au théorème de Schwarz, on en déduit que la propriété est vraie à l’ordre
n + 1 pour p > 1 et q > 1.
Dans le cas où (par exemple p = 0) on utilise le théorème de dérivation par
rapport à x à l’ordre n+ 1.

Conclusion : on peut affirmer que, pour tout (p, q) ∈ N
2,

∂p+qF

∂γp∂xq
existe et est

continue sur [−1, 1]×[−A,A] et ceci pour tout A > 0 donc F ∈ C∞([−1, 1]×R).
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c) On distingue deux cas :
• Si x > 0 alors f(x) > 0 et f ′(x) = f(γx) > 0 donc f est croissante.

• Si x ∈ [−1, 0], on pose x = −y, f(x) =
+∞∑

n=0

(−1)nγn(n−1)/2 y
n

n!
qui est la somme

d’une série alternée (un = γn(n−1)/2 y
n

n!
décrôıt vers 0) donc f(x) > 1 − y > 0

et f ′(x) = f(γx) > 1 − γy > 0 donc, là aussi, f est croissante.
En +∞, f(x) > 1 + x pour x > 0 donc lim

x→+∞

f(x) = +∞.

Deuxième partie

6. Posons cn =
c0

γn(n+1)/2
et c−n =

c0
γn(n−1)/2

pour n > 0 (i.e. cn =
c0

γn(n+1)/2
).

• Vérifions (i) : si n > 0, |cn|γ
n =

|c0|

γn(n−1)/2
donc

|cn+1|γ
n+1

|cn|γn
=

1

γn
→ 0,

∑
|cn|γ

n

converge.

De même |c−n|γ
n =

|c0|

γn(n−3)/2
et

∑
|c−n|γ

n converge.

• Vérifions (ii) :
∑

|cn| et
∑

|c−n| convergent et comme eγnx 6 1 pour x ∈ R−, les
séries

∑
cne

γnx,
∑
c−ne

γnx convergent et les séries des dérivées convergent normale-
ment grâce à (i) donc ϕ est dérivable et

ϕ′(x) =

+∞∑

n=1

cnγ
n

︸︷︷︸

=cn−1

eγnx +

+∞∑

n=1

c−nγ
−n

︸ ︷︷ ︸

=c−n−1

eγnx + c0
︸︷︷︸

=c−1

ex

= ϕ(γx).

7. ϕ(0) = c0

[
+∞∑

n=0

1

γn(n+1)/2
+

+∞∑

n=1

1

γn(n−1)/2

]

= 2c0

+∞∑

n=0

1

γn(n+1)/2

︸ ︷︷ ︸

=sγ

avec sγ > 0. Il suffit alors

de prendre c0 =
α

2sγ

.

8. On pose cette fois-ci cn = (−1)n c0
γn(n+1)/2

et c−n = (−1)n c0
γn(n−1)/2

. La condition (i)

est satisfaite, (ii) est remplacée par
∑
cne

−γnx est absolument convergente pour tout

x ∈ [0,+∞[ et, si ψ(x) =
∑

n∈Z

cne
−γnx, alors ψ est dérivable et

ψ′(x) =

+∞∑

n=1

−cnγ
n

︸ ︷︷ ︸

=cn−1

e−γnx +

+∞∑

n=1

−c−nγ
−n

︸ ︷︷ ︸

=c−n−1

e−γnx + −c0
︸︷︷︸

=c−1

ex = ψ(γx).

Cependant ψ(0) = c0

[
+∞∑

n=0

(−1)n

γn(n+1)/2
+

+∞∑

n=1

(−1)n

γn(n−1)/2

]

= 0.

Troisième partie

9. Par une récurrence immédiate, on a f (n)(x) = γn(n−1)/2f(γnx) et, en remplaçant
n par n − k, on obtient f (n−k)(γkx) = γ(n−k)(n−k−1)/2f(γnx). On en déduit alors
que f (n)(x) = γn(n−1)/2−(n−k)(n−k−1)/2f (n−k)(γkx) et la relation demandée est une
conséquence de l’égalité n(n− 1) − (n− k)(n− k − 1) = 2kn− k(k + 1).

10. On remarque tout d’abord que Gγ ⊂ C∞(]0,+∞[) donc Ψ est bien définie et c’est une
application linéaire.
Supposons que Ψ(f) = 0 i.e. f(x) = 0 pour x ∈ [1, γ].
• Par récurrence sur p, montrons que f = 0 sur I(−p) :
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– Si p = 0, c’est vrai par hypothèse.
– Supposons que f = 0 sur I(−p) alors f ′(x) = f(γx) entrâıne que f ′(x) = 0 sur
I(−p−1), et comme f(γ−p) = 0 alors f(x) = 0 sur I(−p−1).

• Montrons que f = 0 sur Ip : soit y ∈ I(p), y = γpx où x ∈ I(0) alors f (p)(x) =

γp(p−1)/2f(γpx) = 0 donc f(y) = 0.

Conclusion : f = 0 sur
⋃

p∈Z

I(p) =]0,+∞[ soit Ψ est injective.

11. ∗ Si g = Ψ(f) alors f (n)(x) = γn−1f (n−1)(x) et, en appliquant ceci à x = 1, on trouve

g(n)(1) = γn−1g(n−1)(γ) (Γ)

∗ Réciproquement : soit g ∈ C∞(I(0)) vérifiant les conditions (Γ).
• On pose f(γx) = g′(x) et f(x) = g(x) pour x ∈ I(0) = [1, γ]. Pour montrer que
f ∈ C∞(I(0) ∪ I(1)), il suffit de prouver que le branchement en γ est C∞ à l’aide du

théorème du prolongement dérivable soit encore que f (n)(x) admet une limite quand
x→ γ pour tout n ∈ N.
La limite à gauche en γ existe et vaut g(n)(γ), il suffit de prouver qu’il en est de
même pour la limite à droite.
Lorsque x→ 1+, on a γnf (n)(γx) = g(n+1)(x) → g(n+1)(1) = γng(n)(γ).
f ∈ C∞(I(0) ∪ I(1)) et par les mêmes arguments, on prolonge f à une fonction de
C∞([1,+∞[) qui vérifie f ′(x) = f(γx).

• Pour x ∈ I(−1) = [1/γ, 1], on pose f(x) = g(1)−

∫ 1

x

g(γt) dt. f ′(x) = g(γx) = f(γx)

et, comme ci-dessus, on montre que f ∈ C∞(I(0) ∪ I(−1)) puis que f se prolonge en
une fonction C∞ sur ]0, γ[.

Conclusion : on a construit une fonction f ∈ Gγ telle que Ψ(f) = g.
12. a) D’une manière générale on a f (p)(x) = γp(p−1)/2f(γpx) d’où la relation demandée en

l’appliquant à x ∈ I(−p).

Si x = γ−p alors f (p)(γ−p) = γp(p−1)/2f(1) = 0, de même, f (k)(x) = γk(k−1)/2f(γkx) et

en l’appliquant à x = γ−p on obtient f (k)(γ−p) = f
(k)
(−p)(γ

−p) = γk(k−1)/2f(γk−p) = 0

car k − p 6 0.
b) On écrit la formule de Taylor :

f(x) = f(γ−p) + · · ·+
(x− γ−p)p−1

(p− 1)!
f (p−1)(γ−p) +

1

(p− 1)!

∫ x

γ−p

(x− t)p−1f (p)(t) dt

= qp

∫ x

γ−p

(x− t)p−1f(γpt) dt avec qp =
γp(p−1)/2

(p− 1)!

et on applique cette formule à x ∈ I(−p).

c) Si x = γ−p+1 on a f(−p)(γ
−p+1) = 0 = qp

∫ γ−p+1

γ−p

(γ−p+1 − t)p−1f(0)(γ
pt) dt. On pose

u = γpt d’où 0 = γ−p

∫ γ

1

(γ − u)p−1f(0)(u)γ
−p du soit

∫ γ

1

(γ − u)p−1f(0)(u) du = 0.

d) On approche alors f(0) par une suite de polynômes sur [1, γ]. Comme (γ−X)p−1)p∈N∗

est une base de R[X] alors, par linéarité,

∫ γ

1

P (t)f(0)(t) dt = 0 pour tout polynôme.

Si Pn
C.U.
−−→
I(0)

f(0) alors, comme f est bornée sur [1, γ], Pnf
C.U.
−−→
I(0)

f 2
(0) donc

0 =

∫ γ

1

Pn(t)f(0)(t) dt→

∫ γ

1

f 2
(0)(t) dt = 0.

Comme f est continue alors f(0) = 0 et, par injectivité de Ψ, f = 0.


