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A. Opérateur de Volterra
1) OnaV(f) =fetV*() =-f

Par intégration par parties

/2

<V(f),g>=-V(HV*(@I'? +f0 fOV*(@(dt =< f,V*(g) >. car
V(f)(0)=V"(g)(n/2)=0.

2) Soient f, g € E, par application de 1) et que <, > est un produit scalaire on
obtient :
<V*V(f),g>=< g, V*oV(f) >=<V(g),V(f) >=< V(f),V(g) >=< f, V7o
V(g) >. Donc V™ o V est un endomorphisme symétrique.
Deplus < V*oV(f), f >=< V(f), V(f) >= | V(f)| qui est positive, et si on
suppose que < V*o V(f), f >=0, alors V(f) est nulle, donc V(f)' = f =0,
alors V* o V est défini positif.

Soit A une valeur propre de V* o V qui existe car elle est symétrique, il
existe alors f non nulle de E telle que V* o V(f) = Af, alors :

<V*oV(f),f>=<Af,f>=A<f,f>.
Comme les deux quantités < V* o V(f), f > et < f, f > sont strictement
positif, alors A > 0.

3) Onaalors V*o V(f)(f1) = Afa.

Comme V* o V(fy) est €l et (V* o V(f1) = —(V(fy) et puisque V(f}) est
€' aussiet V(f) = fi:

1
alors fi =V oV(N)(f) est€” et Afj' =~ .
De plus V* o V(f)(r/2) = 0 et que V(f)(0) =0, alors f3(/2) = f;(0) = 0.

4) D’apres la question précédente, si A est une valeur propre de V* o V alors

fa vérifie
" l _
y +/1y =
, T
y (5) =y0) =0
Réciproquement si f) vérifie
1
Vidgy =0
, T
y (E) =y0) =0



Comme (V*o V(f1))" =~ fi,alors (Afy — V* o V(1)) =0
Donc (Afy — V*oV(f3)) = cte, en évaluant en g, cte=0

Alors Afy — V* o V(f1) = cte, en évaluant en 0, cte = 0, par conséquent

Afa—V*oV(fi) =0

Ainsi A est une valeur propre de V* o V si et seulement si f; € vect(x —
1 1

cos(—=x), x — sin(—=x)) et f(w/2) =0 = f,(0) ceci est équivalent a f) €

VA VA

1 , . . 1l x
vect(x — cos(—=x)) et f(m/2) =0 = f, (0) si et seulement si cos(—~

)=
VA VA2
1l

/2
0 si et seulement si il existe n € Z tq ——= = — + nx si et seulement si il
Va2 2
existe neNtelque A = ——.
(2n+1)2
etdanscecas E_ 1 =vect(x— cos((2n+1)x)) qui est de dimension 1.

2n+1)2

B. Théoreme d’approximation de Weirstrass

5) Il est évident que S,(Q2) = {0,1,..., n} et que S, suit une loi binomiale de
parametres (n, x), alors Vk € {0,1,...,n}, P(S,=k) = CZxk(l — x)”_k.

n n
I'espérance est linéaire donc E(S,) = ) E(Xy) = nx, et V(Xp) = ) V(Xi)
k=1 k=1
car les Xj sont mutuellement indépendantes, donc V (S;) = nx(1 — x).

6) On Y xfa-x0"*=pP( J Sn=k)
O<ks=n O<k=n

k
\%—Mza |5 —xlza

Soitw € Q, alors :

k
we |J Sp=k = 3Fke{0,1,...n}, Spw =k et |——xl=a
O<k=<n n
k_

|7 —xIza

S
n(@) —-X|=za
n

Sn
= we(l;—xlza)

S
Donc | (Sn:k)c(|7”—x|2a),donc

O<k<n

I%—Mza

Sn

P( U Su=k)=PlZ-xIza)
2sksn n
\ﬁ—ﬂza



7)

V(Sn)
nla?

S

Or P(|=2 - x| = a) = P(|S,, — nx| = na) = P(IS,, — E(Sy)| = na) <
n

c’est d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchibychev.

Mais V(Sp)  nx(1-x) -

n2a?>  n?a® ~ 4na®

alors I'inégalité demandée.

n
D’'une part f(x) = Z C’,ixk(l - x)”_kf(x), car (S, = kK)o<k<n €st un sys-
k=0

1 k
teme complet d’événements, alors : B, (f)(x) = Z C',jxk(l - x)”_kf(—)
k=0 n
n

1 S k
EtE(Sy) = Y. kCEx*(1-x)""F donc: E(-2)= Y =P(S, = k)
k=0 n k=M
Par application du théoréme de Transfert, on a:

E|f Sn)) - if K P(S,=k) = if K CkxF1-x)""*=B,(f)x)
-2 il

Donc
n

k
Bu(N(0) - f) = Ckx*a-x"* ( F)- f(x))
k=0

f est continue sur le segment [0, 1] donc uniformément continue, alors
€
poure>0,3a>0tqlx—yl<a=|f(x)- f(y)|< >
D’autre part si on considére
k k
I=<kef{01,...,n}/ Iz—xl <apetJ=<kel01,..,n}/ IE—xI >a,, 0N

all JJ=10,1,..,ntetI[ ] =0.
Donc:

k k
Y ckxka - x K GRS ICIRDY Ckx*a —x)”‘klf(;) ~ [l

|Bn(f)(x) = f(x)] <

kel keJ

< Sy chxka-xmRe2| £ Y Chxfa - ok
2k€1 ke]

= s+2lfl X ChxFa-n"t

keJ

€ 1

< 52l

OraNeNtgnzN= 2| f|, -~

Donc sup |B,(f)(x) — f(x)| <€ pour tout n = N, ce qui donne la conver-
x€[0,1]
gence uniforme de By, (f) vers f sur [0, 1].

<
2

3



C. Développementde V" o V(f) en série trigonométrique
8) SoitmeN, et t€R, alors

2cost = (elf+e )M
<L k ik ] k
= Y Celfemitmh
k=0
2 k i(2k
— Cmez(Z -m)
k=0
De méme
2cos™t = (elf+e iHym

m . .
— Z C;cnel(m—k)e—lk
k=0
m .
— Z C:,C,Lel(m_Zk)
k=0

m . . m

Alors 4cos™ t = Z C’,;l[e’(m_zk) + el @k=my =9 Z C,’ﬁl cos(m —2k).
k:O k:0

La parité de cos affirme que t — cos”" t € F,

F,, est un sous espace vectoriel, alors p(cos) € Fj,.

9) PournZm,ona:
T 1 n
<cn,cm>:f cosntcosmtzzf [cos((n+m)t) +cos((m—n)t)ldt=0
0 0

etquesin=m#0, <cp,c, >=mn/2, enfin
sin=m=0,alors < cy,co>=n

T
Alors: [lc, |l = \/;pourn;éOet leoll = V.

/2 1
Donca,, =1\/—pourn#0etayg=—
n np # 0 N

Alors la suite (a;,cy,) nen €St orthonormale.
OnaVfeG, |f|o=vm sup [f(x)I.
x€[0,r]

Soit f € E, posons g = f oarccos qui est continue sur [—1,1].

€£>0,3P polyndme tel que sup |g(x)—P(x)| < £
x€[-1,1] VT

€
Donc sup |foarccos(cost) — P(cost)| < —

te[0,7] VT



10)

11)

Alors sup |foarccos(cost)— P(cost)| <

€
te[0,7] Vv

< 1 €
Cestadire sup |f(t)—P(cost)| < —,
te(0,7) vés

Donc | f—P(cos)||; < ¢, etsi degP = N, alors d’apres la question précé-
dente P(cos) € Fy.
O |~ Pry Pl =17~ P09 s car [~ Pr, Pl = it £l

Mais si n = N, alors Fy c F,,.

Donc ||f— Pr,(f) ||G < ||f— Pr,(f) ||G < ¢, ce qui est demandée.

Si (Pr,)n converge uniformément vers g, alors ||g—PFn ( f)||G converge
vers 0.

Etona ||f —Pr,(f) ||G converge vers 0, par unicité de la limite f = g.

n n
2
Ona Pr,(8x) = ) < 80 kCk >G AkCk = ), Ay < &x, Ck >G Ck.
k=0 k=0
Reste a calculer

T
< 8uCk>G fo gx(t)cos(kr)(n)dt

T

/2
f gx(t)cos(kr)(t)dt + gx(t)cos(kt)(t)dt
0 /2

/2 b4
f gx(t)cos(kt)(t)dt—f gx(m—1t)cos(kt)(n)dt
0 wi2

/2 0
f gx(t)cos(kr)(t)dt + (—l)k gx(t)cos(kt)(t)dt m—t=u
0 /2
/2

/2
f gx(t)cos(kt)(t)dt—(—l)k g«(t)cos(kt)(t)dt
0 0

/2
(1- (—l)k)f gx(t)cos(kt)(t)dt
0

Donc pour < gy, 2k >6= 0, calculons

X /2
< 8% Coky1 >= 2([ (m/2—x) cos((2k+1)t)dt+f (m/2—1t)cos(k+1)t)d1)
0 X

Onaf m/2—x)cos(k+1)t)dt = (n/2—x);sin((2k+ 1)x).
0 k+1)

/2
Etf (m/2—t)cos(Rk+1)t)dt = (sin((2k+1)m/2) —sin((2k + 1)x))—
X

_"

22k+1)
/2

f tcos(k+1)p)dt

X



/2 1
Et onaf tcos(Rk+1)Hdt = ——— (E sin((2k+1)x) — xsin((2k + 1)x))+
X 2k+1\2

1
YINE (cos(2k + l)g) —cos((2k + l)x))
1
En rassemblant ces résultats on trouve < gy, Cog+1 >= m cos((2k +
1)x).

n

Donc Vi€ [0,7]; Pg,( )(t)—éz
one T RS = T L ok 4 1)2

cos((2k+1)x)cos((2k+1)1).

4
Lasérie —

b4 I;O (2k+1)2
donc uniformément, alors par application de la question 10)
4 o0
7= (2k+1)2

cos((2k+1)x) cos((2k+1) f) converge normalement,

cos((2k +1)x) cos((2k+1)t) = gx (1) pour tout ¢ € [0, 7]

b4
En particulier pour tout ¢ € [0, E] ,ona

[e.®]

T max(x,f) = : Y
2 g Rk +1)2

cos((2k+1)x)cos(k+1)1)

/2
12) Ona (V*oV(f))" =—f, posons F(x) :f (g —max(x, 1) f(f)dt.On a
0

/2

F(x)

f(g—max(x,t))f(t)dt+f (g—maX(x,t))f(t)dt
0 X

X /2
f (E—x)f(t)dt+f E_nfwdr
0o 2 x 2

X /2
(z—x)f f(t)dt+f E_nfwdr
2 0 X 2

X X
Donc Fest € et F'(x) :—fo f(t)dt+(g—x)f(x)—(g—x)f(x) :—fo fndt

Donc F est €% et F"(x) = —f(x) = (V* o V(f))", alors en tenant compte

de F(m/2) = V* o V(f)(/2) = 0 et que F'(0) = (V* o V(f))'(0) = 0, donc

F=V*oV(f).

La série de fonctions continues Z w
=y (2n+1)?

normalement sur [0, 7], donc pour tout x € [0, 7]

cos((2n+1)¢t) converge



Vi o V(f)(x)

wi2 4 +oo cos((2n + l)x)
f p 0 2n +1)2 cos(2n+ 1)) f(t)dt
% )3 % cos(n+ 1)) f(n)dt

4 /2
On prend alors a, (f) = mfo cos(n+1)0) f()dt

D. Equations différentielles du type Sturm-liouville

/2 400

13) <V*oV(f),p, > ﬁf Y am(f)cos(2m+1)x) cos(2n+1)x)dx.
m=0

Mais la série Z am(f)cos((2m+ 1)x) cos((2n + 1)x) de fonctions conti-

m=0

nues converge normalement sur [0,77/2] donc:

<V*oV(f),on>

14) Ona (V*oV(g)" =

/2 +oo
\/_f Z am(f)cos((2m+1)x)cos((2n+1)x)dx

/2
— Z am(f) cos((2m +1)x) cos((2n +1)x)dx

2

2 1 /2
ﬁ(2n+1)2f0 cos(2n+ 1)) f(t)dt

oy < fen>

-getV*oV(h)"=-h

Supposons que g est solution de S, alors g’ —A(V*oV(g)"—(V*oV(h)" =

0

Alors g'=A(V*oV(g))' = (V*oV(h)) = 0 tenant compte de (V*oV(g))'(0) =

g0 =

etalors g—A(V*oV(g))—(V*oV(h)) = 0 tenant compte de (V*oV (g)) (m/2) =

gm/2) =

Réciproquement si g — A(V* o V(g)) — (V* o V(h)) = 0 alors g est €2 et en
dérivant deux fois, on obtient le résultat.
Alors< g,0, >=A<V*oV(g),p,>+<V*oV(h),p,>,donc

7



1
<g, P> A———< 8,0, >+—— < h,p, >
&Pn en+12 &7 T o2 Pr
D’ou la relation demandée.
Alors

g = AV'oV(g)+V*oV(h)

+00 +00
= 1) au(gcos(@n+1))+ Y an(h)cos((2n+1)t)
n=0 n=0

+00
= Z (Aan(g) + an(h))cos((2n+1)t)

n=0
Or
/ldn(g)-f-dn(h) = Am‘[ g(t)COS((ZI’l‘Fl)t)d[-l-mf h(t)COS((ZVL-I-l)t:
= 2A < >+ 2 < h,@, >
T Vmen+? ST T men e SO
= 2 < >+ ° 1 A ) < >
- J/mn+1)? & Pn VT (2n+1)2 & Pn
= —<gpn>
+00 Too
Donc g= ) cos((2n+ 1)t)— <gPn>=) <& Pn>Pn.
n=0 \/_ n=0
15) Supposons que VneN, 1 # (2n+1) 2, alors :
1
<g pp>= TSI < h,@, > cecid’apres les relations de la question
14).

< h,¢, > @, est une fonction bornée sur [0,7], donc la série donnée
converge normalement sur [0, 7t].

De plus la fonction g = Z < h,@, > ¢, est alors une solu-

6 (2n+1)% -
tion de S.

16) Supposons que dp € N tel que A = 2p + 1)?, alors si < h,¢, ># 0, 'une
des relations de la question 14) tombe en défaut donc S ne possede pas
de solution.

Mais si < h, ¢, >= 0, alors dans ce cas < g,¢, > peut prendre une valeur
arbitraire et dans ce cas S possede une infinité de solutions par exemple

n#p
Pour vos remarques ... sadikoulmeki@yahoo.fr



