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A. Equations algébriques réciproques

1. Posons P =
nX
k=0

akX
k , on a un (P ) = XnP

�
1

X

�
=

nX
k=0

akX
n�k =

nX
k=0

an�kX
k 2 Rn [X]

un est linéaire ( immédiat ) . u2n (P ) = un

 
nX
k=0

akX
n�k

!
=

nX
k=0

akX
k = P (X) pour tout P 2 En

Donc un est une symétrie .

2. Soit n = deg (P ) ,
nX
k=0

akX
k , alors

� P 2 P si et seulement si un (P ) = P ce qui est équivalent à an�k = ak pour tout k 2 f0; 1; :::; ng .
� P 2 D si et seulement si un (P ) = �P ce qui est équivalent à an�k = �ak pour tout k 2 f0; 1; :::; ng
.

3. Notons que si deg (R) = n , alors R 2 P [ D si et seulement siXnR

�
1

X

�
= "R (X) où " 2 f�1; 1g.

Ainsi x est une racine de R , R (x) = 0 , xnR

�
1

x

�
= 0, R

�
1

x

�
= 0 .

Si R 2 D , R (X) = �XnR

�
1

X

�
donc R (1) = �R (1) ce qui donne que R (1) = 0 .

Si R 2 P et n = deg (R) est impair , alors R (�1) = (�1)nR (�1) = �R (�1) donc R (�1) = 0 .

4. Soit P;Q;R 2 R [X] , avec P = QR , deg (Q) = n et deg (R) = m , donc p = m+ n = deg (Q) .

� Supposons queQ;R 2 P [ D , "Q (X) = XnQ

�
1

X

�
et "0R (X) = XmR

�
1

X

�
avec "; "0 2 f�1; 1g

donc

""0XpP

�
1

X

�
= "XnQ

�
1

X

�
� "0XmR

�
1

X

�
= Q (X)R (X) , donc P 2 P [ D .

� Supposons que P 2 P [ D et Q 2 P [ D , alors , il existe "; "0 2 f�1; 1g tels que : "Q (X) =

XnQ

�
1

X

�
et "0P (X) = Xm+nP

�
1

X

�
.

On a "0P (X) = Xm+nP

�
1

X

�
donc "0Q (X)R (X) = Xm+nQ

�
1

X

�
R

�
1

X

�
=XmQ

�
1

X

�
XnR

�
1

X

�
=

"Q (X)XnR

�
1

X

�
Donc "0R (X) = "XnR

�
1

X

�
, ce qui donne que R (X) = "0"XnR

�
1

X

�
. (
1

"
= " car " 2 f�1; 1g ).

Si ""0 = 1 c�est-à-dire Q;R sont de même espèce , alors Q 2 P .
Si ""0 = �1 c�est-à-dire Q;R sont d�espèces di¤érentes, alors Q 2 D .
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5. Soit P 2 P , on a X � 1 2 D , d�après la question précedente , on a (X � 1)P 2 D
Supposons que D 2 D , d�après 3�) , 1 est une racine de P , donc on peut écrire D = (X � 1)P
D�autre part , D 2 D et (X � 1) 2 D , donc d�après la question précedente P 2 P .

6. De même si deg (P ) = n est impair et P 2 P , alors d�après 3�) , �1 est une racine de P , on peut
écrire P = (X + 1)D

on a X + 1 2 P et P 2 P , donc D 2 P .
Réciproquement si D 2 P , on a X + 1 2 P , donc (X + 1)D 2 P .

7. Remarquons que (�)
�
X +

1

X

��
Xp +

1

Xp

�
= Xp+1 +

1

Xp+1
+Xp�1 +

1

Xp�1 pour p 2 N
�.

Posons P0 = 2 , P1 = X et Pn+1 = XPn � Pn�1 , on a deg (Pn) = n .

Pour n = 0 et n = 1 c�est véri�ée , supposons que Xk +
1

Xk
= Pk

�
X +

1

X

�
pour tout k � n ,

alors

d�après (�) , Pn+1
�
X +

1

X

�
=

�
X +

1

X

��
Xn +

1

Xn

�
�
�
Xn�1 +

1

Xn�1

�
= Xn+1 +

1

Xn+1

Reste à établir l�unicité . Suppons qu�il existe Tn tel que : Xn+
1

Xn
= Tn

�
X +

1

X

�
= Pn

�
X +

1

X

�
alors pour tout � 2 R , Tn

�
ei� + ei��

�
= Pnn

�
ei� + ei��

�
c�est-à-dire Tn (2 cos �) = Pn (2 cos �)

Les polynômes Pn et Tn coincident sur une partie in�nie de R , donc Pn = Tn .

8. Posons m = deg (R), alors R (X) = "XnR

�
1

X

�
, si n est impair alors �1 serait une racine (

question 3�) ce qui est absurde , donc n est pair . Si " = �1 alors 1 serait une racine ( question 3�)
,ce qui est absurde

Posons m = 2n , R (X) = a2nX
2n+ :::+ a0 avec a0 = a2n 6= 0. On a R 2 P, donc a2n�k = ak , donc

R peut s�écrire

R = a0X
2n + a1X

2n�1 + :::an�1X
n+1 + anX

n + an�1X
n�1 + ::::+ a0X + a0 , donc

R (X) = Xn

�
a0

�
Xn +

1

Xn

�
+ a1

�
Xn�1 +

1

Xn�1

�
+ :::+ an

�
= Xn

�
a0Pn

�
X +

1

X

�
+ :::+ a0

�
Posons P (X) = a0Pn (X) + a1Pn�1 (X) + :::+ an , alors R (X) = XnP

�
X +

1

X

�
.

On a R (0) = a0 6= 0, donc :

Ainsi P (x) = 0 si et seulement si P
�
x+

1

x

�
= 0

On n�a pas unicité puisque �P véri�e aussi l�équivalence .

Si A 2 R [X] est un polynôme qui ne s�annule pas AP véri�e aussi ( exemple A (X) = X2 + 1 ) ,
donc il n�y pas d�unicité du degré .
B. Un problème de dénombrement .

9. Si (uk)0�k�i 2 Si;jalors 0 � uk � 0 pour tout k 2 f0; 1; :::; jg , donc Si;j � f0; 1; :::; jgi , comme
f0; 1; :::; jgi est �ni de cardinal (j + 1)i, donc Si;j est aussi �ni . S 0i;;j = S0;j [ S1;j [ ::: [ Si;j donc
�ni .
Si (uk)0�k�i+1 2 Si+1;j , alors u0 = 1 et u0 + u1 + ::: + ui+1 = j , donc u0 + u1 + ::: + ui � j avec
u0 = 1
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Ce qui donne que (uk)0�k�i 2 S 0i;j , donc � : Si+1;j ! S 0i;j ; u = (uk)0�k�i+1 7! u=f0;1;:::;ig est bien
dé�nie .
� est évident injective .
Soit v = (v0; v1; :::; vi) 2 S 0i;j , Posons uk = vk pour 0 � k � i et ui+1 = j� (v0 + v1 + :::+ vj) , on a

v0+v1+:::+vj � j , donc ui+1 2 N , de plus u0+:::+ui+1 = 1 et u0 = v0 = 1 , donc (uk)0�k�i+1 2 Si;j
et � (u) = v

Donc � est surjective .

10. On a S 0i;j+1 = fu = (u0; u1; :::; ui) = u0 = 1 et u0 + u1 + :::+ ui � j + 1g , notons T1 et T2les ensem-
bles :
T1 =

�
u = (uk) 2 S 0i;j+1= u0 + u1 + :::+ ui = j + 1

	
et T2 =

�
u = (uk) 2 S 0i;j+1= u0 = 1 et u0 + u1 + :::+ ui � j

	
fT1; T2g est une partition de S 0i;j+1 , Card (T1) = si;j+1 et Card (T2) = s0i;j donc s

0
i;j+1 = si;j+1 + s

0
i;j

.
On a s0i+1;j+1 = si+1;j+1 + s0i+1;;j , D�autre part , d�après la question précedente ,� est bijective ,
donc s0i;j = si+1;j

ce qui donne que si+1;j+1 = s0i;j+1 , donc : s
0
i+1;j+1 = s0i;j+1 + s0i+1;j.

11. On va faire récurrence sur i+ j = p .
Pour p = 0 et p = 1 c�est immédiat à véri�er . Supposons que pour tout (i; j) tel que i+ j = p

Soit (i; j) tel que i+ j = p+ 1 , on a s0i;j = s0i�1;j + s0i;j�1 =
�
i+j�2
i�1

�
+
�
i+j�2
i

�
=
�
i+j�1
i

�
.

si;j = s0i;j � s0i;j�1 =
�
i+j�1
i

�
�
�
i+j�2
i

�
=
�
i+j�2
i�1

�
C. Polynôme caractéristique d�un produit de matrices .

12. Si A est inversible , alors A�1 (AB)A = BA , AB et BA sont semblables , donc �AB = �BA .

13. Si A n�est pas inversible , notons �1; �2; ::::; �p les valeurs propres ( distinctes ) complexes de A ,
supposons que j�1j < j�2j < ::: < j�pj , 0 2 Sp (A) , donc �1 = 0 . Pour k assez grand , on a

0 <
1

k
< j�2j ,

donc
1

k
=2 Sp (A) ,ainsi Ak = A� 1

k
In 2 GLn (R) et d�après ce qui précède , on a .

Pour tout � 2 R , det (AkB � �In) = det (BAk � �In) , par continuité de A 7! det (A) , on a :

det (AB � �In) = det (BA� �In) pour tout � 2 R

Donc �AB = �BA .
D. Etude spéctrale de certaines matrices .

14. On a si;j =
�
i+j�2
i�1

�
= sj;i donc la matrice S est symétrique réelle , donc diagonalisable .

� Pour n = 0 , S = (1) ,

� Pour n = 1 , S =
�
1 1
1 2

�
;�S = X2�3X+1 , P =

�
1 +

p
5
p
5� 1

�2 2

�
, P�1SP =

�
�1 0
0 �2

�
avec �1 =

3

2
� 1
2

p
5 et �2 =

1

2

p
5 +

3

2
.

�Pour n = 2 , S =
 
1 1 1
1 2 3
1 3 6

!
, à l�aide de maple , on a :P =

0@ �2 2 �2
�1 1 +

p
15

p
15� 1

1 5 +
p
15

p
15� 5

1A
P�1SP =

0@ 1 0 0
0 4 +

p
15 0

0 0 4�
p
15

1A , �S = � (X3 � 9X2 + 9X � 1)
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15. Pour tout P 2 Rn [X] , la fonction t 7! P (t) e�t est continue et P (t) e�t = o

�
1

t2

�
, donc intégrable

ainsi  est bien dé�nie , les autres propriètés sont immédiates à véri�er .

16. C�est une famille de polynômes de Rn [X] ,degrés echelonnées donc libre et puisque son cardinal est
égal à n+ 1
Donc c�est une base .

A l�aide d�une intégration par parties , on a :
Z +1

0

tne�tdt = n! , donc  (Bi; Bj) =
(i+ j)!

i!j!
=�

i+j
i

�
= si+1;j+1 .

Donc matB ( ) = (si+1;j+1)0�i;j�n = (si;j)1�i;j�n+1 S et comme  est dé�nie positive , donc S est
aussi dé�nie positive .
Le rang de S et de S 0 sont égaux à est égale à n+ 1 .

17. D�après la formule de Leibniz , f (j)i (t) est de la forme Qj (t) e�t =
t!+1

o

�
1

tk

�
.

On a f (i)i (t) =
iX

p=0

Cpi (t
i)
(p)
(e�t)

(i�p)
=

 
iX

p=0

(�1)i�p i!Cpi
(i� p)!

ti�p

!
e�t = (�1)i

 
iX

p=0

(�1)p i!Cpi
(i� p)!

ti�p

!
e�t

Donc (�1)i f
(i)
i (t)

i!
et =

iX
p=0

(�1)pCpi
(p� i)!

ti�p =
iX

p=0

(�1)i�pCi�pi

p!
tp =

iX
p=0

(�1)i�pCpi
p!

tp = Li (t) .

18. Pour j < i , on a :  (Li; Lj) =
Z +1

0

Li (t)Lj (t) e
�tdt =

Z +1

0

Li (t)Lj (t) e
�tdt =

(�1)i

i!

Z +1

0

f
(i)
i (t)Lj (t) dt

A l�aide d�une intégration par parties , on a
Z X

0

f
(i)
i (t)Lj (t) dt =

h
f
(i�1)
i (t)Lj (t)

iX
0
�
Z X

0

f
(i�1)
i (t)L0j (t) dt

D�autre part au voisinage de 0, on a fi (t) = o (ti�1) , donc d�après Taylor-young , on a f (p)i (0) = 0
, pour p � i� 1
Et on a en +1 , f (i�1)i (t) = o (t�j) , donc Lj (t) f

(i�1)
i (t)! 0 en +1 , par suite :Z +1

0

f
(i)
i (t)Lj (t) dt = �

Z +1

0

f
(i�1)
i (t)L0j (t) dt, puis des intégrations par parties successives , on

a :Z +1

0

f
(i)
i (t)Lj (t) dt = (�1)k

Z +1

0

f
(i�k)
i (t)L

(k)
j (t) dt , en particulier pour k = j , L(j)j est constant

, doncZ +1

0

f
(i)
i (t)Lj (t) dt = (�1)j Ci

Z +1

0

f
(i�j)
i (t) dt =

h
f
(i�j+1)
i (t)

i+1
0

= 0 .

Pour i = j , le même travail donne
Z +1

0

f
(i)
i (t)Li (t) dt =

1

i!

Z +1

0

fi (t)L
(i)
i (t) dt =

1

i!

Z +1

0

fi (t)L
(i)
i (t) dt

D�autre part ,on a Li (t) =
ti

i!
+ ::: , donc L(i)i (t) = 1 , ce qui donne que :Z +1

0

f
(i)
i (t)Li (t) dt =

1

i!

Z +1

0

fi (t) dt =
1

i!

Z +1

0

tie�tdt = i!, donc

 (Li; Lj) =
(�1)i

i!

Z +1

0

f
(i)
i (t)Li (t) dt = 1.
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19. Pour P = Xk , on a � (P ) (X) = (X � 1)k =
kX
p=0

(�1)k�pCpkXk

On a ��1 (P ) (X) = P (X + 1) =
kX
p=0

CpkX
k

Donc U =

0BBBB@
C00 C01 C02 � � � C0n
0 C11 C12 C1n

0 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . Cn�1n
0 � � � � � � 0 Cnn

1CCCCA et T =

0BBBBB@
C00 (�1)1C01 (�1)2C02 � � � (�1)nC0n
0 (�1)0C11 (�1)1C12 (�1)n�1C1n
0 0 (�1)0C22

. . .
...

...
. . . . . . (�1)1Cn�1n

0 � � � � � � 0 (�1)0Cnn

1CCCCCA
On a Li (t) =

iX
p=0

(�1)i�pCpi
p!

tp =

iX
p=0

(�1)i�pCpi Bp (t) , donc la matrice de passage de B dans L

est égal à T .

On a T = PB;L , donc U = T�1 .

S = matB ( ) et L étant orthonormée , donc matL ( ) = In , ce qui donne que tTST = In

Donc S = tT�1T�1 = tU U .
On a det (S) = (det (U))2 = 1 et aussi detS 0 = 1

20. � : P (X) 7! P (X + 1) et notons d : P (X) 7! P (�X) , la matrice d dans la base canonique est D
,

donc (�d) (P (X)) = P (�1�X) , donc (d�)2 (P (X)) = P (X) , donc (UD)2 = id , ce qui s�écrit
matriciellement
(DU)2 = In+1 , donc DUDU = In+1 par suite U�1 = DUD .

D�autre part S�1 = U�1 (tU)
�1
= (DUD) t (DUD) = DU (D tD)UD = DU tUD = D (U tU )D�1

( D�1 = D = tD )

Donc S�1 est semblable à tUU :

21. S�1 et U tU sont semblables , donc ont le même polynôme caractéristiques

det (U tU �XIn+1) = det (S
�1 �XIn+1) = (�X)n+1 det

�
In+1 �

1

X
S�1

�
= (�X)n+1 det (S�1) det

�
S � 1

X
In

�
=(�X)n+1 det (S�1) �S

�
1

X

�
= (�X)n+1�S

�
1

X

�
( puisque det (S�1) = 1) .

Or det (U tU �XIn+1) = det (
tU U �XIn+1) = det (S �XIn+1) = �S (X) donc

(�X)n+1�S
�
1

X

�
= �S (X)

Ainsi �S un polynôme réciproque
Si n est pair �S 2 D , sinon �S 2 P .
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