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A. Equations algébriques réciproques

n 1 n n
1. Posons P = Zaka ,onau,(P)=X"P (}) — ;akX"k _ Zan_ka € R, [X]

k=0 k=0

n n

u, est linéaire ( immeédiat ) . u? (P) = u, (ZakX”k> = Zaka = P (X) pour tout P € E,
k=0 k=0

Donc u,, est une symétrie .

n
2. Soit n = deg (P) , Zaka , alors
k=0
e P € P si et seulement si u, (P) = P ce qui est équivalent a a,,_j, = a; pour tout k € {0,1,....n} .

e P € D si et seulement si u,, (P) = —P ce qui est équivalent a a,,_, = —ay, pour tout k£ € {0,1,...,n}

1
3. Notons que sideg (R) = n , alors R € P U D si et seulement si X" R (X) =cR(X)oue € {—1,1}.

1 1
Ainsi z est une racine de R < R (z) =0 < 2"R (E) =0< R <5) =0.

1
SiReD,R(X)=-X"R <X> donc R (1) = —R (1) ce qui donne que R (1) =0 .
Si R € P et n=deg(R) est impair , alors R(—1) = (-1)" R(—1) = —R(—1) donc R(—1)=0.
4. Soit P,Q,R € R[X] ,avec P =QR , deg (Q) =n et deg(R) =m , donc p =m +n = deg (Q) .

1 1
e Supposons que @, R € PUD ,eQ (X) = X"Q (§> ete’R(X)=X"R <?> avece, e’ € {—1,1}

donc

ee' XPP (%) =eX"Q (%) x e’ X™R (%) =Q(X)R(X),donc Pe PUD .

e Supposons que P € PUD et Q € PUD , alors , il existe ¢,&' € {—1,1} tels que : €Q (X) =
1 1
n - / — m+n _
XQ(X)etaP(X) X P<X>.
1 1 1 1 1
Ona¢'P(X)=X""pP (Y) donce’@Q (X) R (X) = X™™"Q (Y) R (—) =X"Q ( ) X"R <—> =

X X X
Q(X) X"R ()_1()

1 1 1
Donc €R(X)=e¢X"R (—), ce qui donne que R (X) =e'eX"R (—) - _=ccare € {—-1,1}).

X X
Si ee’ =1 c’est-a-dire @), R sont de méme espéce , alors QQ € P .
Si ee’ = —1 cest-a-dire ), R sont d’espéces différentes, alors Q) € D .



5. Soit PeP ,ona X —1€D, dapres la question précedente , on a (X —1) P € D
Supposons que D € D | d’aprés 3°) , 1 est une racine de P , donc on peut écrire D = (X — 1) P
D’autre part , D € D et (X —1) € D, donc d’apres la question précedente P € P .

6. De méme si deg (P) = n est impair et P € P, alors d’aprés 3°) , —1 est une racine de P , on peut
écrire P= (X +1)D
onaX+1lePetPeP ,doncDeP.
Réciproquement si D € P ,ona X +1€ P ,donc (X +1)D e P.

e ~ i ~p—1 Pour p € N*.

POSOHSP0:2,PlzXetPnJrl:XPn_Pnflaonadeg(Pn):n'

1 1 1
7. Remarquons que (*) (X + —) (Xp + _) = Xptl 4~ 4 xp1l 4

1 1
Pour n = 0 et n = 1 c’est vérifiée , supposons que X* + Xk~ = (X + }) pour tout k < n ,

alors

o 1 1 " 1 1 . 1
d’apres (%) , Pri1 <X+}) = <X+}) (X +ﬁ) — (X + an) = Xnt+l 4 <o

1 1 1
Reste a établir I'unicité . Suppons qu’il existe T}, tel que : X"+— =T, (X + —> =P, (X + —>

Xn X X
alors pour tout 6 € R, T,, (¢ 4+ ¢'~%) = P,,, (¢ + ¢?) c’est-a-dire T}, (2cos§) = P, (2cos b))

Les polynémes P, et T, coincident sur une partie infinie de R , donc P, = T,, .

1
8. Posons m = deg(R), alors R(X) = ¢X"R <§), si n est impair alors —1 serait une racine (

question 3°) ce qui est absurde , donc n est pair . Si e = —1 alors 1 serait une racine ( question 3°)
,ce qui est absurde

Posons m = 2n , R (X) = a, X*" + ... + ag avec ag = as, # 0. On a R € P, donc as, 1 = a; , donc
R peut s’écrire

R=0ao X" +a; X" '+ ap 1 X" +a, X" +a, 1 X" '+ ...+ ayX +ay , donc

1 1 1
R(X) = X" {CLO (Xn + ﬁ) + ap (Xn_l + F) + ... +an:| = X" |:a0Pn <X—|— }) + ... —|—CL0]
1
Posons P (X) = aoP, (X)+a1P, 1 (X)+ ...+ a, ,alors R(X) = X"P (X + Y) :
On a R(0) = ag # 0, donc :

1
Ainsi P (z) = 0 si et seulement si P (1’ + —) =0
T

On n’a pas unicité puisque AP vérifie aussi I’équivalence .

Si A € R[X] est un polynéme qui ne s’annule pas AP vérifie aussi ( exemple A (X) = X2+ 1),
donc il n’y pas d’unicité du degré .

B. Un probléme de dénombrement .

9. Si (uk)g<pe; € Sijalors 0 < uy, < 0 pour tout k € {0,1,...,j} , donc S;; C {0,1,...,5}" , comme
{0,1,...,7}" est fini de cardinal (j + 1)’, donc S;; est aussi fini . Si ;=80 US;U...US;; done
fini .

Si (uk)0§k§i+1 € Sit1,; ,alors ug =1 et ug+uy + ... + Uiy = j , donc ugp +ug + ... +u; < j avec
Ug = 1



10.

11.

12.
13.

14.

Ce qui donne que (uk)ogkgi €S ,donc ¢: Siyy; — S u= (uk)ogkgJrl — U/f0,1,.:} est bien
définie .
¢ est évident injective .

Soit v = (vg, vy, ..., v;) € S!

w-,Posonsuk:vkpour()gk:gz'etuiﬂ:j—(vo+vl+...+vj),ona

vo+v1+...+v; < j,doncu; 1y € N, deplus ug+...+u;11 = let ug = vy =1, donc (Uk)ogkgiﬂ € Sij
et ¢ (u) =v

Donc ¢ est surjective .

Ona S ., ={u=(uo,us,...,u;) / up=1et ug+uy + ... +u; < j+ 1} , notons Ty et Tples ensem-
bles :

Ty ={u=(uw)e€S 1/ wot+u+..+u=j+1}etTh={u=(u) €S,/ u=1etug+u +..

{11, Ty} est une partition de S; ;,, , Card (T1) = s; j41 et Card (Ty) = s;; donc s} ;1 = 8 j11+ 8

On a 5§+1,j+1 = Sit1,j+1 + S;-+1”j , D’autre part , d’aprés la question précedente ,¢ est bijective ,
[

donc s} ; = Siy1

ce qui donne que S;41.41 = S donc: s .. 1 =8 .1+ 1.
q q i+1,j+1 ,j+1 © 9441,5+1 i,j+1 i+1,5°

On va faire récurrence sur ¢+ j =p .

Pour p =0 et p = 1 c’est immédiat & vérifier . Supposons que pour tout (7, j) tel que i+ j =p
(s s ; P I o / _ (i+j—2 i+j—2\ __ (i+j—1

Soit (i,j) telquei+j=p+1,onas =s_,;+s; ;= ( 5 )+ ( ! )= ( ! ).

g (i1 (452 _ (i+i—2
sig=si;—si;a= (") = (7)) =500
C. Polyndéme caractéristique d’un produit de matrices .

Si A est inversible , alors A™' (AB) A = BA , AB et BA sont semblables , donc ® 5 = $p, .

Si A n’est pas inversible , notons A, Aq, ...., A, les valeurs propres ( distinctes ) complexes de A ,
supposons que |[Aj] < [Ag] < ... < |[A\y] , 0 € Sp(A), donc Ay = 0. Pour k assez grand , on a
0< =< A,

- <l

donc % ¢ Sp(A) ,ainsi Ay, = A — %In € GL, (R) et d’aprés ce qui précede , on a .

Pour tout A € R, det (AxB — A\I,,) = det (BA; — A\l,,) , par continuité de A +— det (A) , on a :
det (AB — AI,) = det (BA — A\I,) pour tout A € R

Donc ® 45 = &4 .

D. Etude spéctrale de certaines matrices .

itj—2
i—1

e Pourn=0,5=(

1),
_ _ (11 2 ([ 1+V5 V5-1 1ap_ (M 0
oPourn—l,S—<1 2>,¢SX—3X+1,P< _9 9 , P SP_(O )\2)

Onas;; = ( ) = s;,; donc la matrice S est symétrique réelle , donc diagonalisable .

3 1 1 3
avecA1—§—§ 5et/\2—§\/5+§.
11 1 -2 2 —2
oPourn:2,S:<1 2 3>,al’aidedemaple,ona:P: -1 1415 V15—-1
136 1 5+15 V15-5
1 0 0
PlSp=| 0 4+15 0 , Pg=— (X3 —9X2+9X —1)
0 0 4-+15



15.

16.

17.

18.

1
Pour tout P € R, [X] , la fonction ¢ — P (t) e~ est continue et P (t)e™" = o (t_2>’ donc intégrable

ainsi 1 est bien définie , les autres propriétés sont immédiates & vérifier .

C’est une famille de polynomes de R,, [X] ,degrés echelonnées donc libre et puisque son cardinal est
égal an+1
Donc c’est une base .
. : . . e (i 4 j)!

A Taide d’une intégration par parties , on a : / t"e~tdt = n!, donc ¢ (B;, Bj) = =

L 0 115!
() = sivga -
Donc matp (¢) = (Si+1,j+1)0<;i jan = (Sig)1<ijenss © €6 comme ¢ est définie positive , donc S est
aussi définie positive . o o

Le rang de S et de S’ sont égaux a est égale an+ 1 .

; 1
D’aprés la formule de Leibniz , 7 (¢) est de la forme Q;(t)e =0 (t—k) .

(i —p)! « (i—p)

Onafl-(i) (t) _ i:cf (ti)(P) (e—t)(i—P) _ (ZZ:(_I)Z_P @'!Czpti—’p> et — (_1)1' ( - (_El)pi!ozpti—p> et

p=0

(%) i D P i i—p ~i—p i—p ~p
Donc (—1)’ fi” () et — (_U—qti—p - Z(_l)—c’itp - Z(_l)—qt” =L (1) .

i! = (p—1)! = p! = p!
400 400 -1 i +oo
Pour j < i,ona: v (L L;) = / Li () Ly (1) e~tdt = / L L etat =" [T 5001
0 0 (& 0

X

X . .
A T’aide d’une intégration par parties , on a/ fi(z) (t) L; (t)dt = [fi(z_l) (t) L, (t)}
0 0

X .
—/f#”@%mﬁ

D’autre part au voisinage de 0, on a f; (t) = o (¢'"!) , donc d’aprés Taylor-young , on a fi(p ) (0)=0
,pour p<i—1

Et on a en +o00 , fi(i_l) (t)=o0(t7) , donc L; () fi(i_l) (t) — 0 en +oo , par suite :

+o0o too

/ fi(z) (t)L; (t)dt = — / fi(z_l) (t) L’ (t) dt, puis des intégrations par parties successives , on
0 0

2

oo oo .
/ fi(l) (t) L, (t)dt = (—1)" fi(z_k) (1) Lg.k) (t)dt , en particulier pour k = j | ng) est constant
0 0
, donc
) o [ ) (i=i+1) (]
/0 [P @ L @0dt = (1) C; [ [0 (1) dt = ] T =0,
+o00 ) 1 +o0 0 1 +o00 Q)
Pour i = j , le méme travail donne/ L7 () Ly () dt = ;/ fi () LY () dt = A fi (8) LY (t) dt
0 . 0 . 0
t ,
D’autre part ,on a L; (t) = =+ donc LZ(»Z) (t) =1, ce qui donne que :
i!
fOW Lty dt =~ [ fitydt = [ tiedt =il, donc
o il ) o i) o
Y (Li, L) = T £ (t) L (t) dt = 1.
- 0



19.

20.

21.

Pour P = X* jona7(P)(X)=(X-1)"=) (-1)""crx*

p=0
k
Onar™' (P)(X)=P(X+1)=> Crx*
p=0
o O Y ... O cy (-nrey (=)*Cg - (1) C%
0 ¢l Cl cl 0 (-1°Ct (-1'cl (-1)"e)
DoncU=| 0 0 " . i |eT=|o0 0 (-1)°C
: Lo ot : g - (=)ot
0 «+ - 0 Cm 0 0 (=1°cr
i ( )z pczp i i=p P i
Ona L;(t) = Tt” = Z (-1)""C!B, (t) , donc la matrice de passage de B dans £
p=0 ’ p=0

est égal & T .

OnaT=Pg,,doncU=T".

S = matg (1) et L étant orthonormée , donc mat, () = I, , ce qui donne que *‘T'ST = I,
Donc S = T'T-t'= U U .

On a det (S) = (det (U))* = 1 et aussi det $" = 1

7:P(X)— P(X+1)etnotons d: P(X)+— P(—X) ,la matrice d dans la base canonique est D

Y

donc (7d) (P (X)) = P(—=1— X) , donc (dr)* (P (X)) = P(X) , donc (UD)? = id , ce qui s’écrit

matriciellement
(DU)? = I,,11 , donc DUDU = I,,,; par suite U~' = DUD .

D’autre part S~' = U~! (‘)" = (DUD)*(DUD) = DU (D *D)UD = DU'UD = D (U ‘U ) D!
(D'=D='D)

Donc S~ est semblable & tUU .

S~ et U tU sont semblables , donc ont le méme polynoéme caractéristiques

det (U 'U — XI4q) = det (871 — XT,41) = (—X)"" det (In-l—l — %Sl> = (—=X)"" det (S71) det <S —

X
et (S — X1I,11) = ®s (X) donc

=(=X)"" det (571) D (%) (—X)" oy (i) ( puisque det (S1) =1) .
d

Ainsi &5 un polyndme réciproque
Si n est pair &5 € D , sinon 5 € P .



