Corrigé Mines-ponts 2008. Filiere MP Mathématiques 11

N

(Par Lhachimi lahcen professeur en MP* a Marrakech)
1) On pose pour r € R*, F(r) = f(rei) .
On a fest de classe C! donc F I’est aussi et il existe M > 0, f(x) = 0 si lxll > M,
donc F(r) = 0sir > Mdou F € Cx(R",R), de plus pour x € R?, il existe € R

tel que x = lixllug, on a alors
f(x) = fllixllug) = f(Ro(llxlle;)
= fllxlle;) = F(llxIl)

2) L’application

g+ (:9) > (x1 + (cos@)y — (sin@)ya,xa + (sin@)y: + (cos @)y2)
est continue car ses coordonnées le sont, donc Ty, = fo g est continue comme composée
d’application continues, de plus ¢ — cos@ et ¢ — sin¢ sont 2 périodiques donc
1'application ¢ — Tr.(y, ) Iest aussi.

3)Pour6 € R,on a

T1x(Roto(y)) JGx+ Rot49(y))dg

[T

277,' J-O

1 2r+0 R d
5 [ fa+ Roty(3)de

1 21

pr I o [=0-0)de = T1x(y)

car ’application ¢ — Ty.(y, @) est 27 périodique.
Ainsi 7Ty, est radiale.
4)Casx = 0 : Onapourt € R, Rot,(pug + tve) = puo+p + tver, donc sip > 0, alors les

parametres de Do, sont (p,a) ou « est I'unique élément de [0,27[ tel que & — 0 — ¢ € 27Z :

a=9+<p—27rE(92+ﬂ¢)

sip = 0, les parametres de Do, sont (0,a0) ot g €[0,n[ etag— (0 +¢) € Z:

0+ ¢
)

ao =0+ ¢ —rmE(

Cas général :

Ona V(a,B) € R?, ugip = cos(a)ug + sin(a)vg, donc
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uy = cos(y — 0 — @)ugrp + sin(y — 0 — @)vosp
par suite
X + Roty(pug + tve) = lIxlluy, + puuorp + tvose

= (p+lIxllcos(y — 0 — @))up+p + (¢ + lxlisin(y — 0 — @))vore
= P1lUg+p, T 11Vo1g,

avec

p1 = lp+lixlicos(y — 0 — )|
p1=o@ett; =t+Ixlisin(y —0 — @), sip+lxlicos(y —0—¢) >0
o1 =n+q@ett; =—t—llxllsin(y — 0 — @), sip+llxllcos(y —6 —¢p) <0

comme ¢ décrit R lorsque € R, on est ramené a x = 0 ou (p1, 1) joue le role de (p, p).

5) Dérivabilité de V; :

Soit I’application g; : (x;,r) > fix; + rcosf,x + rsinf)r.
Onafe C'(R%R)donc g; et % sont continues sur R x [0, R].
Comme [0, R] est un segment alors les dominations locales sont vérifiées donc par

théoréme de dérivation on a V; est de classe C! et
R
Vi(x;) = I gcf—(xl + rcosf,x; + rsin@)rdr pour i € {1,2}.
0 Ox;

Dérivabilité de W, :

Soit hi : (x1,0) ~ [\ flx1 + rcos0.xs + rsin@)rdr.

On a (x;,0,r) - f(x; + rcosf,x, + rsinf)r est continue sur D x [0, R], donc par
théoréme de continuité /; est continue sur D = R x [0, 27]
D’autre part d’aprés la dérivabilité de V; on a

) R
i wi0) ~ |Gy + reostoxa + rsinO)rdr
i 0 i

et comme (x;,0,r) - gf(x + rug) est continue sur D x [0, R] alors par théoréme de

b : Z ah M ~\ pd N PO .
continuité on a - est continue sur D, d’ou par théoreme de dérivation W; est de classe
1

C'surRet
/__2”6h,-, _27rRa .
Wi(xi) = Io B (x;,0)d0 = J-o Io —f_axi (x1 + rcosB,x; + rsinB)rdrdd
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6) Soit D le disque fermé de centre x et de rayon r.

Soit @ : A = [0,R] x [0,27] —» D, (r,0) » x + ruy.

On a ¢ est de classe C! et a pour jacobien Jo(r,0) =

cos@ —rsinf ‘
=r

sinf rcos6

@4 est injective et son jacobien est non nul, donc ¢’est un C! difféomorphisme de A vers

@(A), de plus on a p(A) = D, donc d’aprés la formule de changement de variable on a

”D ox1 axz ” (6Q (o + rug) — aP (X+rue))lfco(r 0)\drdo

_ (" G_Q _a_P
= J-o Io( o1 (x + rug) o (x + rup))rdrd6

On oriente S(x, R) dans le sens positif, par le paramétrage :
0 -y = x+ Ruy, (0 € [0,27])

donc d’aprés Green Reimann on a

I I (y) af () dyy dy> = I P(y)dy: + Q(y)dy>
2 S(R)

x,R
2r
- j P(x + rug) (—R sin0)d0 + O(x + rug) (R cos 0)do
0

d’ou le résultat.
7) Soit M > 0 tel que supp f < B(o,M) on a alors | | o f)dyrdy: = [ jB(n SOy 1y

L’application ¢ : R?> - R?, z - y = x + z est bijective de classe C! et Jp = 1 est non

nul, de plus ¢(B(-x,M)) = B(o,M) donc la formule de changement de variable donne:

[ g0y =[] f)dndy,
= _[ J‘B(_X’M) Jlx +2)dz1dz>

= H‘ S+ 2)dzidzy car flx +z) = Osilx+ 2l > M
R
D’autre part, soit m > R tel que supp f = B(x,m) on a alors

I -[Rz flx+ 2)dzidza = _[ J-B(O’m) fx + z2)dz1dz>
N J.J‘B(U,R)f(x +2)dzidz + _[ _[U flx + 2)dzidzs

avec U = {z € R?, R < lizll < m}, par changement de variable on a
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I _[uf(x +2z)dz1dzy = I: J-zﬂf(x + rug)rdfdr

or pour tout » € [R,m]ona:
r>R>Ixll+A = (x,r) € Oa

= [ flx + rug)dd = 0.

donc
IIUf(x+z)dZ1de =0
d’ou

2r #R
II fx+2)dzidzr = J. J. fx+2)dzidzs = J. J. f(x + rug)rdOdr
R2 B(0,R) 0 Y0
8)six e E(O,R —A) alors llxll < R —A donc R > llxll + A puis (x,R) € Qa etd’aprés 7)

Wi(x;) = 'H. 2f(y)alyldyz est constante pour i € {1,2}.
R

donc
Vx € B(o,R - A), W (x1) = W(x2) = 0
donc d’aprés 5)

27 ¢R
J- I gf—(xl + rcosf,x, + rsin@)rdrdd = O pour i € {1,2}.
0 Jo Ox;
En utilisant 6) successivement pour (P, Q) = (f,0) puis (P, Q) = (0,f) on déduit

2r 2r
j f(x + Rug)(~Rsin0)d6 = 0 puis j fCx + Rug)(Rcos0)d = 0
0 0
finalement
2r 2r
j fOx + Rug) sin0d = 0 et j f(x + Rug) cos0d6 = 0
0 0
9) Notons f; = y;f. Onaf e Ckx(R2 R)donc f; € CL(R? R)
(car si fest nulle en dehors d’une boule alors f; 1’est aussi ) .

On a pour (x,R) € Q4 :

2r 2r
[ fi0c+ Rugydo = (o1 + ReosO)f(x + Rug)do
0 0
2r 2
=X J- f(x+ Rugp)dd + R J- Sf(x + Rug) cos 0do
0 0

2r
=R J- Jf(x + Rug) cos0d0 (car f vérifie I’hypothese du lemme)
0

= 0 (d’aprés 8).
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On a de méme

2 2
[ 2+ Rugydo = [ (e + Rsin0)f(x + Rug)dd = 0
0 0

10) Montrons par récurrence sur n que y\ybf vérifie les hypothéses du lemme.
On a f vérifie les hypotheses du lemme donc la propriété est vraie pour n = 0.
Supposons la propriété pour n et soit (k,/) € N> tel que k+/ = n+ 1, donc
(k—1,I) e N>ou (k,/—1) € N*>etk+1—1 = ndonc y§'y,f ou yky5'f vérifie les hypotheses
du lemme donc d’aprés 9) ykylfles vérifie aussi.

Ainsi V(k,1) € N%, V(x,R) € Qa,

2
j ViyLf(y) d = j (x1 + Rcos0)k(xa + Rsin0)f(x + Rug)dd = 0
S(x,R) 0

il en résulte que

2n
I cos 0 sin'0 flx + Rug)dd = —L I 1 —x0) (2 — x2)'f(y) db
0 S(x.R)

Rk+l
=g 2 G eI [ ) do = 0
0<i<k,0<j<! '

11) On a pour (x,R) € Qa,

2r . 2 .
[ emftx+ Rug)dd =3 €& im [ cos*sin"*0 flx + Rug)do
0 0
0<k<n
= (0 (d’aprés 10).
et comme f arrive dans R, alors .[(2)” cos(nf)f(x + Rug)dd = J.iﬂ sin(n0)f(x + Rug)dd = 0
12) Soit (x,R) € Qa, on a I’application 6 — f(x + Rup) est continue 27 périodique et
d’aprés 11) ses coefficients de Fourier sont nuls donc d’aprés Parseval Iéﬂ F2(x + Rug)dd = 0.
13) Soit (x,R) € Q4, ona O — f>(x + Ruy) est continue positive et jzﬂfz(x + Ruy)dO = 0, donc
Vo € [0,2x], f(x + Rug) = 0.
Soit maintenant f vérifiant les hypothéses du lemme et y € R? tel que llyll > A, on peut écrire

y = RugavecR > 0etf € [0,27]

En prenantx = OonaR = llyll > A = A + llxll donc (x,R) € Q4 par suite

5/7



f(y) = fix + Rug) = 0, ainsi fest nulle sur le complémentaire de B(0,A).
14) D’abord on a f continue a support compact donne ¢ — f(pug + tvg) est intégrable sur R,

doncf(@, p) est bien définie.
10,p) = IRf(pug + tvg)dt = IR F({p*+1*)dt = 2'[300 F(/p* + 1% )dt est indépendant de 0
donc f(6,p) = f0.p).
15) D’aprés 14) on a
70, Jv) =2 jm F(Jv+ 2 )dr
0

en faisant le changement de variable u = v + t? on obtient

~ +00 du +00 1
FO. vy =2 [ R 53— = [P (= v)
v u-—yv v
16) Soit 4 : R™ —» R tel que A(u) = F(/u ). On a h continue car F I’est, et il existe m > 0
tel que f(x) = Osi llxll > m, donc & est nulle en dehors du segment [0, ./m ], donc

Lh:x~- .[:w %di est continue nulle en dehors de [0,,/m ], L(Lh) est dérivable et

(L(Lh))" = —mh. D’ autre part
= F(J1)
Lh(x) = ——dt
( ) x LI —Xx
= J(0, Jx) (d"aprés 15)
= 0six > A? (Par hypothése du théoréme)

donc (L(Lh))(x) = f:w %dt est nulle si x > A2, par suite
Vx > A2, 0 = (L(Lh))'(x) = —nh(x)

d’ou F est nulle sur |A,+oo[ , ainsi f(x) = 0 si llxll > A.

17) - Avant de parler de 7},)6(0, p) vérifions que, 7z, € C L(R2,R):

L’application
Tix © (0,9) = flx + Roty(y))

est continue sur R? x [0,27] , d’autre part f étant de classe C', on a % existent et

i

continues sur R? x [0,27], donc par théoréme de dérivation sous I’intégrale on a 7y,

admet des dérivées partielles qui sont continues par théoréeme de continuité, d’ou 7, est
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de classe C'.

I existe M > 0 tel que fnulle en dehors de B(o, M).

Si lyll > M + lixll alors llx + Rot, ()Il > liyll — llxll > M puis

Ts(v,0) = fx + Rot,(y)) est nulle si y en dehors de B(o, M + lIxll), par suite 7z, 1’est aussi.

+ On a llpug + tvell = Itl — p, donc pour Ifl > m = M + llxll + p, on a Tz (pug + tvg) = 0 d’ou

T5:(0.p) = IR Tr(pug + tvo)dt

= " Tlpuo + vvo)a

1 m 2
2 .[_m _[0 Trx(pug + tvo, )do dt

L 27T " b Z . .
2 J-O .[_m Ty.(pue + tvo, p)dg dt (d’aprés Fubini)

1 2r
T 21 IO IR Trx(puo + tvo, @)dr do

18) Soit 0 € [0,2n[ et p > A + llxll on a Ty (pug + tve, ) = f(x + Rot,(pug + tve))

or d’aprés 4)
X+ Roty(pug + tvg) = piitory + t1Vosp
avec
p1=p+ixicos(y —0—-¢) 2p—Ixll >A >0
t1 = t+ lxllsin(y — 0 — @)
il en résulte que

n 2
T:x(0,p) = % J- _[ Tix(pug + tve, @)dt do (d’aprés 17)

j | fpittoeg + 11v0.)dt do

_[ _[ f1ugrp + tvory)dt do

“\~ “\~ “\~

J- f0+@,p1)dp =0carp; > A

19) {x + Rot,(y),p € [0,2r]} est le cercle de centre x et de rayon R =llyll.
La condition llyll > A + llxll signifie que (x,R) € Q4 voir figure 2 de 1’énoncé.

20) Comme d'aprés 3) Ty, est radiale et d’aprés 18) ’ng(Q, p) = 0 pour p > A + llxll alors

d"aprés 16) Zp(y) = 0 pour llyll > A + llxll cad | f) f(x + Roty(y))de = 0si lyll > A + Ilxll.

En choisissant y = R e¢; on obtient pour tout R > A + llxll, Izﬁf(x + Ruy)de = 0, donc

d’aprés le lemmel on a f(x) = 0 pour Ilxll > A.
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