MINES-PONTS 2003. Filiere MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

n d y=n
1./ 7y:{1n|y+x+1\] =In(z+n+1) —In(z+ 1) pour z > 0.

o ytx+1 y=0

Donc I,, = [(x—i—n—i—l)ln(x—i—n—&—l)—(x—i—n—i—l)]“_o - [(x—f—l)ln (x+1) (m—i—l)] _0

11 en résulte finalement que [] =(2n+1)In(2n+1) —2(n+1)In(n +1) ]
1
n3

2. Il vient In(2n 4+ 1) = In(2n) + In(1 + QL) =Inn+n2+ 1 L +0(=)
n

2n  8n?
Donc 2n+1)In(2n+1)=2n+1)lnn+ (2n+1)In2+1+ QL ™ —l—O(%)
n
:2nlnn—|—(21n2)n—|—lnn—|—(1+1n2)+4i+0(i2)
n n
. 1 1 1
De méme In(n+1) =Inn + P + O(—3)
2 1 1 1 1
Donc 2(n+ 1)In(n+1) = 2nlnn+21nn+2+ - —= +O(—2) =2nlnn+2lnn+2+ = +O(—2)
3 1
Et finalement | I,, = 2In2)n —lnn+1n2—-1— n +0(=)| O
n n
3. La fonction f : (z,y) — ————— étant continue sur [0,n]?, il vient que I,, = // (z,y)dzdy.
n—1n—1
Notons Q; ; = [i,1+1] x [j, j+1]. Par additivité de I'intégrale double, il vient que I,, = Z Z flx,y)dzdy.

1=0 j=0 Qi
Par positivité de U'intégrale double, il vient que f(i 4+ 1,7+ 1) < / flz,y)dzdy < f(4i, 7).

Doncnzlnzlf( +1,;j+1)<I,<S, (1)

1=0 j=

n—1n—1 n n n—1n—1 n—1 1 n—1 1 n 1
Or & S f41i41) =Y Y f0)> & S f6) =S~ (X g+ 5 g 1) =S 2% 7 +1

i=0 j= J= i=1 j=1 j=0Jj+1 =i+l i=11

—
[

i=
n

Par ailleurs classiquement »
=1

I1 découle alors de (1) que []n <S,<I,+2Inn+ 1} O

4. Le principe des gendarmes prouve alors que | S, ~ (2In2)n| O

\ =

~

d n—1n-—1
/ —x—1+lnndesortequez S fti+1,5+1) >S5, —2lnn—1.
1 x =0 j=0

<.

n—1 2 n—1 n—1 n—1n—
5. En notant que <Z xk> = <Z :cl) (Z xj> > Z 27 il vient que( n = Sp ~ (21n2)n} O
k=0 i=0 j=0 i=0 j=0
6. Il est clair que si (x1, 9, ..., Z,) est une base orthonormée de E,, alors elle est 1-p.o.
Réciproquement soit (z1,xs, ...,x,) une famille 1-p.o. de F,,. Les vecteurs étant unitaires, pour prouver que la
famille est une base orthonormée, il suffit de prouver que les vecteurs sont deux a deux orthogonaux. Soit alors i # j.
Par hypothese on a en particulier ||z; +z;]|*> = 2. Par ailleurs ||z; +;||? = ||z:||> + ||2;||? 4+ 2(zs]|z5) = 2+ 2(x;|z;).

Donc (z;|z;) = 0. Ainsi :

[Une famille de n vecteurs de E,, est une base orthonormée si et seulement si elle est 1—p.o.j O

7. Soit (:rl, X9, ..., Ty ) une famille p-p.o. d’'un espace préhilbertien réel et soit (A1, Ag, ..., \,) une famille de réels telle

que Z Niz; = 0. Il vient en particulier que — Z A? < 0 donc \; = 0 pour tout i puisque p > 0. Donc la famille
=1 Hoi=1
est libre.

Une famille quelconque étant libre si et seulement si toute sous-famille finie est libre, il en résulte :

LUne famille p-p.o. d’une espace préhilbertien réel est libre} O
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8. Supposons qu'il existe p > 1 tel que la famille (P,,)men soit u-p.o.

n—1
Envisageons le polynome Q,, = > X*. 11 vient que ||Q,||> = J,.. Donc ||Qy,||? ~ (2In2)n d’aprés la question 5.
k=0
n—1 1

Par ailleurs Q,, = > ay Py avec a; =

= V2k +1

n—1
Comme la famille (P,,)men est pu-p.o., il vient que [|Q, | < p Y %
k=0

1 et cela pour tout entier n.

Ainsi our tout entier n. (1

‘|Qn”/22k+1\ﬂp (1)

Or par principe de sommation des équivalents pour les séries & termes positifs divergentes, il vient que :
n—1 1 noq

1
~3 — ~Zlnn.
Zo2k+1 Zl% g 7

Donc ||Qn||? /Z

~41n QL ——— +o00. Contradiction avec (1). Donc :

lLa famille (P,)nen est libre et unitaire mais n’est pas presque orthogonale.} ]

9. La matrice M est évidemment symétrique. En outre elle est définie positive puisqu’égale a la matrice du produit
scalaire de E,, dans la base V = (V1, Vs, ..., V4,). Il en découle qu’elle est orthodiagonaisable en une matrice D dont
tous les éléments sont strictement positifs. Donc :

| 3P € O0,(R) 3JDdiagonale & éléments diagonaux strictement positifs t.q. M = 75PDPI

10 1l vient ||[W][? = (Z a; V; | > ajVj> =3 > a;a;(Vi|V;) = Y. Y mijaa;. Donc | ||[W]2 =tAMA| O
i=1 =1 i=1j=1 i=1j=1

11 La relation ci-dessus redémontre que la matrice M est définie positive (et est égale & la matrice du produit scalaire
dans la base V) donc que ses valeurs propres (c’est & dire les éléments diagonaux de D) sont strictement positives.
Des deux questions précédentes on tire que ||W||*> = 'BDB avec B = PA. (1)

Notons (A1, Az, ..., A,) le spectre de M en supposant Ay < Ag < ... < Ay

De (1) ci-dessus on en déduit [)\1||B||2 < W2 < )\n||B|2] O

12 Comme P est orthogonale, on a ||B||? = ||PA||> = ||A[|? et la relation ci-dessus s’écrit donc :
M||A]2 < [[W]]2 < Aul|A]%. Ce qui prouve que :

Ll o

La base (V1, Va, ..., V,,) de vecteurs unitaires est p-p.o. dés lors que g > max(\,, 3
1

13 On commence par remarquer qu’une suite (Vy,)m>1 de E est p-p.o. si et seulement si pour tout entier n la famille
(V1,Vay ..., Vi) est u-p.o.
Soient alors une suite (V) >1 vérifiant la condition de I’énoncé, n un entier fixé quelconque (a1,az,...,a,) une
n

famille de réels quelconque et W = 3" a;V;. En notant m; ; = (V; |V;) et ||A|? = Z a?, il vient :
i=1

[[WI]* =J|A|]* + 2 Y my ja;a; donc :

i<j
AP =2 3 ma gl lailla] < W12 < [JA]? +2 3 Imaigl-laillas] (1)
i<j 1<J

1\j—i nl 1 knk
Or % lmighlailagl < £ (2) ladllagl = £ ()" X laillossl)
= 1=

i<j 1<J

n—k n—~k n—=k
En outre par l'inégalité de Schwarz : > |ai||aitr] < 4/ D2 af\/z a?, . <||A|l?
i=1 i=1 i=1

n—1 1 1
Done 3 |mi ;| alla;| < 3 (=)" x [|4]1* < 7|\AII2
1<j k=1 « o —
a—3 a+1

||AH2 et cela pour tout entier n.

AP < WP <

De (1) il résulte alors que
a—

a+1 a—l)

Comme « > 3, il en résulte bien que la famille (V,)m>1 est p-p.o. avec g = max ( T 3
— a—1" a-—

Une famille (V;;,)m>1 d’un espace préhilbertien vérifiant la condition de I’énoncé est p.o. I O
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14e z+— f(x,1) = \/3751—;1 de dérivée _\/EWIQ:ET < 0 pour x > 1 établit un homéomorphisme

décroissant de [1, +oo] sur |0, 1].
o y— f(ly)=1

2 .y -1 . o . . L
o G:x+— ﬁ de dérivée _1372 < 0 pour x > 1 établit également un homéomorphisme décroissant de
z+1 (x+1)*/x

[1,4o0[ sur ]0,1].

o yr— lim f(z,y)=0.
o x+—— f(x,y) de dérivée —y*\/2y + 1
de [1,+oo[ sur 10, 1]

o yr—— f(z,y) de dérivée —(z — 1)2

z—1 1 . . L
W < 0 pour x > 1 réalise encore un homéomorphisme décroissant
Y
(z+ 1)y + 1)2\/4xy2 +2x+1)y+1
2Vr V3v2r+1
r+1" x+2 ]

< 0 établit un homéomorphisme

décroissant de [1, +oo[ sur

15 La fonction  — f(z,y) réalise pour tout y > 1 un homéomorphisme de |1, +oo[ sur ]0, 1], donc :

‘Pour tout v €]0, 1[ et tout y > 1, il existe un unique z = ¢, (y) > 1 tel que f(p4(y),y) = ’y} O

Comme G réalise également un homéomorphisme de |1, +oo[ sur |0, 1], de méme :

|Il existe un unique 8 > 1 tel que G(08) = 7.} O

Soit y > 1 fixé quelconque. On a v = G(8) = 111_{1 f(B,2) < f(B,y) puisque z — (3, z) décroit.
Or v = f(¢4(y),y)- Donc f(py(y),y) < f(B,y). Or &z — f(x,y) décroit donc B < ¢, (y).
lﬂ < ¢4 (y) pour tout y > 1} O

16 La suite (Q;) étant u-p.o, on a en particulier en considérant le polynome X*: — XFi+1

Vi € N

1( 1 1 PR S S
N2k +1 0 2%k + 1/ " 2k + 1 2%k 1 kit ki +1

Le membre de droite étant strictement inférieur a ! + ! , il vient que O
2k; + 1 2kiv1+1

2k; + 14/2k; 1 —1 .
\/ i T \/ i+1 + g M Vi eN
k1 +kip1+1 iz
Pour ¢ > 1 on a k; > 1 puique ¢ — k; est une application strictement croissante de N dans N et on peut écrire
kit1 = x;k; avec x; > 1 puisque la suite (k,,) est strictement croissante.

-1 ., ., L. .
En posant v = L, Pinégalité ci-dessus s’écrit f(z;, ki) <y pouri > 1 avecz; > let k; > 1.
I

L’inégalité ci-dessus s’écrit encore

Or v €]0,1[. Donc v = f(gov(ki), k,) d’apres la question précédente.

Ainsi f(z;, ki) < f(py(ki), ki). Or 2 — f(x, k;) est décroissante. Donc ; = ¢ (k;).

D’apres la question précédente, il existe 3 > 1 (3 = G~1(7)) tel que ¢ (k;) = [ pour tout i > 1 (car alors k; > 1).
Il en découle que x; > B pour tout i > 1.

En résumé :

Si la suite (Py,) est p.o., il existe § > 1 tel que k;y1 > Bk; pour tout ¢ > 1.] O

FIN
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