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Exercice 1

—x x
Pour tout z € R, on a g(—x) = e e’ dt = e_IQ/ e’ (—du) = —g(z) en effectuant le change-
0 0
ment de variable u = —t dans l'intégrale . Ainsi g est impaire .
L’application ¢ — et” étant continue sur R, l’application x +—— fo 4t est C! sur R et donc
gest Clsur Ret onaVe € R, /() = —2ze® I e’ dt + e e®® = —22g(z) + 1. Donc

g est solution de (E) sur R .

L’équation (E) est une équation linéaire du premier ordre & coefficients continus sur R qui admet donc,
suivant le théoréeme de Cauchy, comme ensemble de solutions sur R un espace affine de direction I’ensemble
des solutions sur R de ’équation homogene (H) : ' +2xy = 0. Les solutions de (H) sur étant les fonctions
2 — Ce™® ot C est une constante réelle si on cherche les solutions & valeurs dans R, complexe si on
cherche les solutions a valeurs dans C, on obtient que :

les solutions de (E) sur R & valeurs dans K sont les fonctions 2 — g(z) + C e~ avec C € K .

Si R > 0 et le rayon de convergence de > a;x’ et Vo €] — R, R[, y(x) = >_ a;z*, on a
i=0 i=0
Vo €l —R,R[, v (z)+2xy(x)= Z(z + Dajqz’ +2 Z aix™t =a; + Z((z + Da;t1 + 2ai_1)xl
i=0 i=0 i=1

et siy est solution de (E) sur |—R, R[alors Vi > 1, (i+1)a;+14+2a;—1 = 0soit Vi > 0, (i + 2)a;y2 +2a; =0.

o On obtient aussi a; = 1.

< L’égalité du [a} donne Vi = 1, (22’+1)a2i+1 = —20,21'_1 donc azi+1 = ﬁ ag;—1 = 21_—_3121_% s 3 aip,

par récurrence immédiate. Donc Vi > 0, ag;11 = Sy (&22)_ 73 _ (_2)1- T 1()21)(21)2 p—
. i
Ceci donne Vi > 0, agiy1 = (_4)lﬁ'
o De méme, Vi > 1, (2i)az; = —2az; o =2-2 , (=
, Vi =1, (20)ag; = —2ag,—2 donc ag; = 555 a0 donc Vi > 0, ag; = ——ap -
7!

¢ Ainsi la sous-suite (agi)i cn ©st uniquement définie par la valeur de aq, tandis que la sous-suite (a2i+1)i en

est connu explicitement donc la suite (ai)i cn st uniquement définie par la valeur de ag .

Leb calculs precedents montrent qu ‘on a, en general pour une suite vérifiant la relation de récurrence,

Z a;x’ = ag Z 3321 + a1 Z ' 21 m 1 xm“ = apyo(x) + a1 y1(x). La série entiere yo est de

rayon de convergence +00: c’est le developpement de 1+ e, Quant a la série entiere y;, on peut lui
. N , . 444] (2043  (20+3)(2e+2) . 3

appliquer la régle de D’Alembert : @D TG+ 1) LG+ 1) =i+t5 — 400 et donc
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(e)

5. (a)

(b)

elle est également de rayon de convergence +o0o. Comme combinaison linéaire de séries entieres de rayon
o0

de convergence +o00, Y a;xr'a pour rayon de convergence R = 400 .
i=0

Ainsi toutes les séries entieres vérifiant la relation de récurrence précédente et la condition a; = 1 sont
C® sur R et solutions sur R de I’équation (E). Comme, d’apres le théoreme de Cauchy, (E) admet une

o) .
unique solution vérifiant la condition y(0) = 0 et que g et x —— > (—4)* Zi+1 sont des solutions
i=0

il
)V @rr®
> gl .
de (E) sur R vérifiant cette condition, on a Vo € R, g(z) = Z(—4)1mx2“’1 .
i=0 )

oOnaVveeR, gi1(x Z
1=0
210 _ItQ _Oo¥2i+1
oOnaVteR, e _;ﬂ'_!t donc Vz € R, gg(x)—/o e dt_;oi!(ZH—l)x .

¢ En utilisant le fait que le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est une série absol-
ument convergente, on obtient le résultat suivant : si, pour ¢ = 1,2, g; est la somme d’une série entiere
sur | — R;, R;[ alors g1g2 est somme du produit de ces deux séries sur | — R, R[ avec R = Min(Ry, Rz) .

) k ;
o -1 k—1i 1
o On a donc,ici, Vz € R, (g1g2)(x) = E ( E ((k _) IICTn 1)> x2h L
k=0 \i=0 b) vl

¢ Org= 91 g2 donc, par unicité du développement en série entiére, on obtient avec le résultat du [4.(e)],
(=1)k— 1 Y I B ) N O ) L TR S |
vk €N, Z =) Z|(2Z+1) AR o7 e v Ay 5 P D7 i A A 7 y
D ARk
C,. = )
2i+1 (2k +1)!

On a donc bien Vk € N, Z




Exercice 2

1. Si P est orthogonale, Vz € R3, ||Px|| = ||x|| donc pour P € O(3), £(P) est la sphere S(ﬁ, 1) )
. 2 3 30 22 . -
2. Six = (w1, 22, 23) alors ||Dz||” = Y afa? = 0 ; )2 car Vi, a; # 0. Donc £(D) est un ellipsoide .
i=1 i=1 (1/c

3. (i) Soit B = 'AA, on a 'B = 'A'('A) = B donc B est symétrique et si A est une valeur propre de B et
x # 0, un vecteur (colonne) propre associé , on a

A ||x||2 = (z,Az) = (2, Bx) = wBx == v'AAx = (Az) Az = ||Ax||2

2
A . -

donc \ = H—xLL > 0 car Az # 0 puisque A est inversible donc de noyau réduit a {0}
||

Donc si A € GL3(R) alors ‘AA est une matrice symétrique définie positive .

(if) B est une matrice symétrique réelle donc 3Q € O(3), I A diagonale, B = Q AQ ! avec A = Diag(A1, Az, A3)
ol A1, A2, A3 sont les valeurs propres de B. Ces valeurs propres sont strictement positives selon [(i)], on
peut donc poser D = Diag(v/A1,vA2,v/A3) et ona A = D?. En posant P = Q~!, on a donc :

il existe P € O(3) et D diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs telles que *AA = P D? P.

(iii) S = 'P'D P = S et S est semblable & D donc a pour valeurs propres les coefficients diagonaux de D qui
sont strictement positifs. Donc S est une matrice symétrique définie positive .

(iv) S étant définie positif n’a pas 0 comme valeur propre donc est inversible et on peut poser @ = AS~1. Ona
alors 'QQ = {(S71)t1AAS™ 1 = ST AAS™L = 'PD 1 PP D> PP D~ P =1 donc Q est orthogonale.
Donc 3Q € O(3), A=QS .

(v) Donc Vz € R3, ||Az| = ||Sz| et donc £(A) =£(S) .

(vi) On a aussi Vo € R®, ||'P D Pz|| = ||D Pz|| pusque ‘P € O(3). Donc z € £(S) < ||D Pz| =1 et donc
z € £(S)) & Pz € £D). En notant 2’ = Pz et D = Diag(a1,as,a3), on a z € E(A) = £(9) &

3
> aZa? = 1. Or (24,2}, 2%) sont les coordonnées de x dans la base orthonormée B de R? telle que la
i=1

matrice de passage de la base canonique & B soit ‘P = P~1. Donc £(A) a pour équation dans le repére

3
(0,B), 3 a?af? =1 avec Vi, a; > 0 donc £(A) est un ellipsoide .
i=1

4. (i) Puisque S est définie positif, ker S = {0} car 0 n’est pas valeur propre de S. Pour v # 0, on peut donc

poser z = HSE)U)H et onSa/u S(z) = % donc ||S(x)|| =1 clest a dire z € £(S) = £(S’). On a donc
aussi |57 (2)|| = 1 soit ||“ S((:))|||| — 1 done ||S' (0)]| = [|S()]| -

(ii) Remarquons tout d’abord que 1’égalité ci-dessus est triviale pour v = 0 donc Yo € R3, ||S'(v)|| = [|S(v)]|.
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(iii)

(iv)

(v)

On connait 1’égalité de polarisation V(z,y) € (]R?’)Q, (z,y) = %(Hx + y||2 — ||z - y||2) ce qui donne

we R, vwe B, (5(),5(w) = 1([ISw) + S|’ - |5) — Saw)|)
zi(nsww W~ 15 —w)”)
= (1@ +w)? - 5w - >||2)
= 2(I5@ + S @) 8@~ §@)|*) = (5'@), 5'w)
Donc Vo € R3, Vw € R®,  (S(v), S(w)) = (5'(v), S (w)) .

Ceci s’écrit aussi, par symétrie de S et St Vv € R?, Vw € R3, (52(v),w) = (S%(v),w) soit Vv €
R3, Vw € R3, (S%(v) — $"*(v),w) = 0. Donc Yo € R?, S2(v) — S§2(v) € (R?’)l = {0} autrement dit
$2 =87

¢ Le théoreme de décomposition des noyaux s’énonce: si P et () sont deux polynémes premiers entre eux
de K[X] alors VM € M, (K), ker ((PQ)(M)) = ker(P(M)) & ker (Q(M)).

Or X —a et X 4+« sont premiers entre eux dans R[X] car, o étant une valeur propre de S définie positive,
on a o € R*. Donc on a bien ker(S? — a?I) = ker(S + al) @ ker(S — al) .

o Mais —a < 0 n’est pas valeur propre de S donc ker (S +al) = {0} et ker(S? — a?I) = ker(S — al) .

On constate que, dans la démonstration ci-dessus, ’hypotheése « valeur propre de S n’a servi que pour
montrer o > 0. On a donc Vo € RY, ker(S — al) = ker(5? — o?I).

On en déduit : Va € R, ker(S — al) = ker(S? — a?I) = ker(S"? — a?I) = ker(S’ — al). Donc, pour
a >0, (ker(S —al) # {6}) & (ker(S’ —al) # {6}) ce qui montre que S et S’ ont les mémes valeurs
propres. Notons aq, .. ozp les valeurs propres distinctes de S et S’ (1 < p < 3). Puisque S et S’ sont

diagonalisables, on a R? = @ ker (S—a;I) avec ker (S—a;I) = ker(S'—a;I). Siz € R3 se décompose sur

P P
cette somme directe sous la forme x = Z x;, on adone S(x) = > S(z;) = = > 5 (x;) =S (z).
i=1 i=1 i=1

Ceci étant valable pour tout z € R3, ona S = 5" .

=
Q

s
Il
-

Si A=VA avec V € O(3) alors Vo € R?, ||Az|| = ||A'z|| donc £(A) = E(A").

Réciproquement, pour A inversible, on peut trouver, d’apres [3. (iv)] @ € O(3) et S symétrique définie
positive telle que A = QS et alors, selon [3. (v)], E(A) = £(S). De méme, il existe Q' € O(3) et
S’ symétrique définie positive telle que A" = Q'S et E(A") = £(57). Si E(A) = E(A’), on a donc
E(S) = E(S) et donc, suivant [4. (v)], S =5 soit A =QS =QS" =QQ 1A avec QQ'~! € O(3).

Donc pour (4, A’) € (GL3(R)), on a: (5(A) - E(A’)) — (av c0@3), A= VA’) .




Exercice 3

1. (i) t M(t) est Ct sur [—m, 7] et Vt € [—m, 7], M'(t) = (?55czlsntt> # 0 donc la tangente & £ en M (t) est

xr —5cost —Hsint

. 92 H
la droite d’équation y—3sint  3cost

’ =0soit (T3): 3costx+5sinty=15.

(i) On remarque que O ¢ T; donc, pour tout P € T, la droite (OP) existe dirigée par le vecteur oP £0. Le
point P est solution si et seulement si P € T} et OP L T’t c’est a dire si et seulement si P est le projeté
orthogonal de O sur T;. D’ou existence et 'unicité de P .

(iii) A un sommet S de &, la tangente & € est orthogonale & axe (0S). Comme S appartient & cette tangente,
si S est un sommet alors P =S5 .

. (X)) . ., . (3cost I X®)\ _
(iv) OP = (Y 0 > est orthogonal & T; donc colinéaire & (55111 t> donc il existe A\; € R tel que (Y W)=
At (gifg: et, d’autre part, P € T; donc 3cost X(t) + 5sintY(t) = 15. On obtient A, (9cos®t +
45 cost
X(t) = 50 a2
255in2#) = 15 soit A\, — 15 _ 15 D 94 16sin“t
SIntt) =15 solt & = G Tt T a6t D7y - st

T 9+ 16sin’¢t

2. (i) On a immédiatement :

t 10 z
xXmwlo -
XH|1 N 0

(ii) o (te]0.5[ et Y'(t)=0)sint = § donc 3la €]0,5[,¥(a) =0 et ona a = arcsin (§) .

2 2T

ozzi%,sin 3_:%:1—6’8111 Z:%:i%doncsin T
7T]donc%<oz<%.

o sin < sin? a0 < sin? % et sin? est croissante

sur [0, 5

5
X(a) =327
oOnasinoz:%etae]O,%[donccosa: 1—1%:\—1/1_1&0{1 (()) §5
Y(a) =
2

(iii) On a donc :

t 0 « 5

Y'(¢) + 0 — 0

vy lo 2N 3

donc il suffit d’étudier I'arc t — Py sur [0, 2], puis de

X(t+71) = —X(t) [ X(~t) = X(t)
DAY = v T V() = v ()

le compléter par une symétrie par rapport a O et une une symétrie orthogonale par rapport a (O,i).



QUESTION HORS PROGRAMME

Notons S le sommet S = O +7de €. A I'instant 8 = 0, il coincide avec le sommet S’ de &’. La condition
de roulement sans glissement est qu’a l'instant 6 les deux ell/ipses sont en contact en M € £ et M' € &’
tels que la longueur de arc SM soit égale a celle de ’arc S’M’. Si on prend comme paramétrage de &’
celui obtenu par la translation 7, c¢’est a dire, par exemple, que S = M’(7), on a donc que, si & I'instant
6 le contact a lieu en M (¢t) sur £ alors il a lieu en M’ (7 —¢) sur £’. Le point M (7 — t) étant symétrique
du point M (t) pra rapport a (O, J), 'angle entre les droites (OM (m —t)) et Tr—; est Popposé, modulo ,
de langle entre les droites (OM (t)) et T;. D’autre part, c’est aussi I’angle entre les droites (O’ M'(w —t))
et T/ _,. Comme T; = T _, & Uinstant 6, le droites (OM (t)) et (O’ M'(7w —t)) sont symétriques I'une de
lautre wapport a Ty, donc en particulier, O’ est, a I'instant 6, le symétrique de O par rapport a T;. On
a donc OO’ = 20P et donc le lieu de O’ est I'image de F par ’homothétie de centre O et rapport 2 .

ILLUSTRATION :
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