CORRIGE de l’épreuve de MATHS 3 de E3A - 2002 - Filicre MP

Autour du commutant d’un endomorphisme

Partie 0. Un exemple.

1. M a pour terme général m; ; =id; ;. Soit A € M, (C) de terme général a; ;.

AEC(M) — AM=MA <— V(’L,k) S [[1;71]]2, Zai7jmj7k :me aj k

j=1 j=1
n

<~ V(i, k’) S Hl;nﬂQ, Z] Q;,j 5]’,1@ = Ziéw Qi V(i, k’) S Hl;nﬂQ, kzam = iatk
j=1 j=1
= V(i,k) €[1;n]% (i #k=>a;r =0) <= A est diagonale.

2. En notant (E; ;)1<ij<n la base canonique de M, (C), on a :
AEC(M) <~ 3(&1,...,(%”) e C” / AzZaiEm-.
i=1

Une base de C(M) est donc : (E11,E29,...,Ey,), donc dimC(M) = n.

Partie I. Commutant d’un endomorphisme diagonalisable.

1. SoitveC(u) et x € Ey,(u). Ainsi u(z) = A\;.2.
D’une part, v(u(z)) = v(\;.z) = A\i.v(z), dautre part, v(u(z)) = u(v(z)).
Donc u(v(x)) = Ai.v(z), ce qui montre que v(z) € Ey,(u).
Donc tous les sous-espaces propres Ejy, (u) sont stables par v.

2. On sait d’autre part que chaque E},(u) est stable par u, ce qui autorise & considérer I’endomorphisme w; induit par u
sur Ey,(u). wu; n’est autre que '’homothétie de rapport A; de Ey, (u).

P
3. Soit B une base adaptée a la somme directe E = @ Ej, (u).
i=1
e Si v € C(u), comme chaque Ey,(u) est stable par v, on sait que B = Mat(v, B) est diagonale par blocs de la forme

Vi 0 ... 0
B= 0 V2 avec V; € M,,,(C).
N 0|
0 ... 0 V
i 0 ... 0
. . 0 Vs :
e Réciproquement, supposons que B = Mat(v, B) soit de la forme B = _ avec V; € M,,(C).
: . -0
0 ... 0 V
B étant en particulier une base de vecteurs propres de u, alors A = Mat(u, B) est diagonale et on peut la décomposer
Dy 0 ... O
0 Do ' . ”
en blocs sous la forme A = _ avec D; = \;.I,,, (puisque u; est une homothétie).
R 0|
0 ... 0 D,

Comme Vi € [1;p], D; Vi = (N 1n,) Vi =V; (N dpn,) = V; D;, alors AB=BA, doncuov=vou, dou ve€C(u).
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4. Parlisomorphisme v — Mat(v, B) de L(E) dans M,,(C), on obtient que C(v) a la méme dimension que le sous-espace

vectoriel de M,,(C) constitué des matrices ayant la forme de B.

P

Ces matrices dépendent de Z(ni)Q coefficients arbitraires, donc peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de
i=1

P P

Z(ni)Q matrices E; j de la base canonique de M,,(C). Donc | dimC(u) = Z(ni)Q.

i=1 i=1

P

Comme Vi € [1;p], (n;)? > n;, alors dimC(u) > Z n; = dim E = n (en effet u étant diagonalisable, n est égal & la
i=1

somme des dimensions des sous-espaces propres de u).

Soit B une base quelconque de E. L’endomorphisme u de F représenté dans la base B par la matrice M de la partie

0 est tel que dimC(u) = dimC(M) = n.

Partie II. Commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice 2.

1.

Supposons que uou = 0.
y € Keru.

Soit y € Imu. Alors 3z € E / y = u(z). Donc u(y) = u(u(z)) = v*(z) = 0, d’olt

Ainsi Imwu C Keru. De plus, rgu = dim (Imu) < dim (Keru) =n —rgu, donc 2rgu <n, dou r <

|3

On remarque d’abord que puisque G est un supplémentaire de Ker u, alors dim G = n — dim (Ker u) = rgu = r, donc

il est 1égitime de noter (e}, ..., e.) une base de G

» T

On sait que w induit un isomorphisme % de G sur Imu. Ainsi 'image de la base (e, ..
Imu.

.,e.) de G est une base de

Redémontrons le théoréeme d’isomorphisme utilisé ci-dessus. Considérons 1 : G Imu

qui est linéaire.

. Kert = KerunN G = {0}, donc @ est injective.
Imu=u(F) = u(G+ Keru) =u(G) + u(Ker u) = u(G) = 4(G), donc @ est surjective, donc bijective.

E=KerudG=Imu® H@®GE. Onadonc dim(Imu)=dimG=r et dimH =n—2r=s.

Soit (€}.,1,...,€.,,) une base de H. Considérons la famille B’ = (u(e’l), cou(en) ey ey €, ).
Il s’agit d’'une base de E adaptée a la somme directe £ =Imu ® H & G.
00 L\ ]r
0 0 O S
Alors u(B’):(0,...0,0,...,0,u(e'1), ..,u(e'r)), donc Mat(u,B') = 00 0 % ,
> > >
00 I\ /A Ay As Ay Ay As\ [0 0 I,
’UEC(U) — 0 0 O Ay As Ag = Ay As Ag 0 0 O
00 0 A7 Ag Ay A7 Ag Ay 0 0 O
0 0 A A7 Ag Ag ﬁ4 : 85,7‘
veClu) <= |0 0 Ay |=|0 0 0| = A7_0”
8 = Urs
0 0 A 0 0 0 Ag = A,
Ay Ay As
Ainsi v € C(u) si et seulement si Mat(v,B’) de la forme | 0 As Ag
0 0 A

Le nombre de coefficient arbitraires de cette matrice est égal A rn+s(s+7) =nr+(n—2r)(n—r) =n?+2r2—2rn.
Ainsi dlmC(u) = (n — 7")2 + 7,.2-
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2
n n
En posant f,(x) = 22% —2nx + n?, alors f!(z) = 2(2x — n), donc f,, admet un minimum pour z = B égal & -

w|3w

Ainsi dim C(u) >

Partie ITII. Commutant d’un endomorphisme vérifiant la relation (1).

1. Les polynomes P = X — 1 et P, = (X — 2)? sont premiers entre eux.
De plus (P P)(u) = Pi(u) o Py(u) = (u —Id) o (u — 21d)? = 0.
Le théoréme de décomposition des noyaux donne : Ker ((Py P2)(u)) = Ker (Pi(u)) @ Ker (Pa(u)), c’est & dire :
E =Ker (u—1d) ® Ker (u — 21d)? = E; ® E».

Remarquons tout de suite que E; et Ey étant des noyaux de polynomes en u sont stables par u.

b
2. La décomposition en éléments simples dans C(X) de F(X) est de la forme : F(x) = Xa_ T+ X2 + 5 c_ 5

1
. On multiplie par X — 1, puis on remplace X par 1, ce qui donne : W =a+bx0+4+¢x0, donc a=1.
1
. On multiplie par (X — 2)?2, puis on remplace X par 2, ce qui donne : g—1=¢ x0+b+cx0, donc b=1.
. Pour X :=0, on trouve que ¢ = —1.
1 1 1 1 3—-X
Donc F(X) = + +

X—-1 (x-2?2 X-2 X-1 (Xx-22
Ainsi 1= (X - 1) (X —2)? F(X) = (X —2)? + (X —1) (83— X), done | V(X) =1 et U(X)=3-X|

3. On en déduit que : Id = U(u) o (u — Id) + V(u) o (u — 21d)%.
Donc Vz € E, x = [U(u) o (u—1d)](z) + [V (u) o (u — 21d)?] ().
Posons z1 = [V (u) o (u—21d)?](x) et x2 = [U(u) o (u—1d)|(x). Ainsi z = z; 4 x».
Vérifions par exemple que 1 € E; = Ker (P1 (u)) = Ker (u —Id). On rappelle que des polynémes en u commutent.
Ona: (u—1Id)(z1) = [(u—1d)oV(u)o (u—21d)?|(z) = V(u)(((u —Id) o (u — 21d)?) (x)) =V (u)(0) =0.
On montre de méme que x5 € Fs.
On a donc décomposé = en x1 + 3 avec 1 € Eq et 22 € Ez. On en déduit que z1 = p1(z) et 29 = pa(x).
Ainsi Vz € B, pi(z) = [V(u) o (u—21d)*|(x), donc p; =V (u)o (u—21d)* = (u—21d)* = u® —4u+41d.
De méme py = U(u) o (u —1Id) = (31d — u) o (u — Id) = —u? + 4u — 31d.

L’intérét de ces égalités est que p1 et py s’expriment comme des polynémes en u.

4. Montrons que d = p1 + 2 p2 est diagonalisable.

Solution matricielle Dans une base B adaptée & la somme directe F = E; & Es; Mat(d,B) = (Igl 2? > ce qui

montre que d = p1 + 2 po est diagonalisable.

Autre solution p; et po sont des projecteurs associés, donc pj ops = paop; =0.

Ona:Ild=p;+ps, d=p1+2ps et d>=p?+2p1opy+2prop; +4p2 =p1+4ps.
2 2
3

d
On tire p; = 2d — d? et png, donc Id:pl—l—pg:—?—i—?, dott d2—3d+21d=0.
Ainsi d annule le polynéme X? —3 X +2 = (X — 1) (X — 2) scindé & racines simples, donc d est diagonalisable.
5. w=u—d avec d=p;+2p2 = (u?> —4du+41d)+2(—u?+4u—31d) = —u? +4u— 21d.
Donc w=u?—-3u+2Id= (u—1d)o (u—21d).
On en déduit que w? = (u—Id) o (u — Id) o (u —21d)? = (u — Id) 0 0 = 0.

Ainsi, ou bien w = 0, ou bien w # 0 et w? =0, c’est & dire w est nilpotent d’indice 2.
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6. Détermination de C(u).

(a) *Siv € C(u), alors v commute avec tout polynéme en u, donc en particuler avec d = —u?+4u—21Id et w = u? -3 u+21d.
x Si v commute avec d et avec w, alors v commute avec u = d + w.
Ainsi: v € C(u) < v e C(d) et v e C(w).

(b) w est un polynéme en u, donc E; = Ker (u —Id) et Ey = Ker (u — 21d) sont stables par w.

De plus w = (u — 21d) o (u — Id), d’ot E; = Ker (u — Id) C Ker w, donc la restriction de w & F1 est nulle.

Enoutre, Yz € Ey = Ker (u*—4u+41d), w(z) = (u*-3u+21d)(z) = (u* —4u+41d)(x)+(u—21d)(z) = (u—21d)(z),
donc w et u — 21d) coincident sur Fs.

En se plagant sur une base B = “B; U BY adaptée a la somme directe E = F @ F», alors w admet dans cette base une

0 0 I ny
représentation matricielle diagonale par blocs de la forme W = (0 N > I n2 ol l'on sait que N est la matrice
«— «—

dans la base By de I’endomorphisme ws induit sur Ey par w, donc aﬁllssi Tgar u—21d.

Puisque u = d + w, il en résulte que Mat(u, B) = (Igl I (—)1-N>

Remarque : puisque w? =0, on a N2 = 0.

(c) On aKerwy = EyNKer (u—21d) = Ker (u —21d) car Ker (u—21d) C Ker (u — 21d)? = Es.

(d)

Donc rg N =rgwy = dim Ey — dim (Ker wg) = ng — dim (Ker (u— QId)).
* Si v commute avec u, alors v stabilise Eq = Ker (v — Id) et E; = Ker (u — 21d), alors Mat(v, B) est diagonale par

blocs de la forme (Vl 0

0 v > En traduisant que Mat(u, B) et Mat(v, B) commutent, on trouve que Vo N = N V5.
; YLN=NVa

%]
0 W
Mat(u, B) et Mat(v, B) commutent, donc u et v commutent, d’ou v € C(u).

* Réciproquement si Mat(u,B) est de la forme ( avec Vo N = N V5, on constate immédiatement que

x Si u est diagonalisable, alors u — 21d 1’est aussi et on sait l’endomorphisme ws induit sur Ey par u — 21d est
diagonalisable. Donc N = Mat(wa, B2) est diagonalisable. Or N est nilpotente, donc ses valeurs propres sont toutes
nulles (car si NX = A.X et X #0, alors 0 = N2.X = A\2.X, donc A = 0).

Ainsi N est semblable a la matrice diagonale nulle, donc N = 0.

x Si N =0, alors w = 0, donc u = d est diagonalisable.

(f) Omn suppose u non diagonalisable, donc N # 0, donc N est nilpotente d’indice égal & 2.

Posons p = dim (Ker (u— QId)). Ainsi le rang de N est 79 = ngy — p.

Puisque N est nilpotente d’indice 2, d’aprés le IL.5, le commutant de N a pour dimension (ny—rg)2+73 = p*>+(n2—p)?.

De la caractérisation obtenue au (d), on déduit que dimC(u) =n? + p? + (na —p)?.

Fin du corrigé

mO2rm3ca.tex - page 4



