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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.

L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et a la
présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui peut Iui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

A propos des zéros des fonctions de Bessel d'indice entier

Définitions et notations

Si I est un intervalle non trivial de R et ¢, 1) deux fonctions réelles définies et continues sur I, on note (&)
I'équation différentielle

Yy +oy +vy=0 o)

Si ¢ est la fonction nulle, I'équation différentielle (£, ,)se notera simplement (&)

Les solutions des équations différentielles sont a valeurs réelles

Si u est solution sur I d’une équation différentielle, un élément ¢, de l'intervalle I est dit zéro de u si
u (to) =0

1% partie

Etude de solutions des équations différentielles de Bessel d’indice entier
Dans cette partie, n désigne un entier naturel. On note (%,,) I’équation différentielle :
2y +ay + (2 —n)y=0 (%)

1 —4n?

On note également o, la fonction définie sur l'intervalle ]0, +-o00[, par: 0, (t) = 1 + 12

1.1. Soit u une solution, non identiquement nulle, sur 'intervalle ]0, +co[ de 1’équation différentielle (%,,).
On note v la fonction définie sur |0, 400, par :

V>0, o(t)=Vtul(t)

Montrer que la fonction v est une solution, non identiquement nulle, sur lintervalle ]0,+oo[ de
I’équation différentielle (&,, ).

1.2 Si E ax 2" est une série entiére, a coefficients réels et de rayon de convergence R > 0, on pose
k>0

+oo
yn(t) =Y axt™™, t€]-R,R]
k=0

et on suppose que y,, est solution, sur l'intervalle |- R, R[, de 'équation différentielle (%,,).

1.2.1. Montrer que a; = 0 et que, pour toutk € N, (k+2) (2n+k + 2) apyo + ax = 0.

(—1)*
2Rk (n+ k)l

—1)k
1.3. Calculer le rayon de convergence des séries entiéres ,;) mzk et ’CZ:O Mz%

1.2.2. En déduire que, pour tout entier naturel k, asi4+1 = 0 et asr, = aon!
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1.4. Justifier que la fonction de Bessel d'indice n, notée J,, définie sur R par :

¢ n 400 71]{2
Vvt € R, Jn(t)(2> th%

k=0
est une solution sur R de I'équation différentielle %,,.

Dans la suite du probléme, on note G,, la fonction définie sur R par:

400
1 k
MER Gut) =3 et
=0

1.5. Une premiere localisation des zéros de J,, sur 'intervalle |0, 00|

1.5.1. Préciser G,,(0) et montrer qu’il existe 5 > 0 tel que G,,(t) > 0, pour tout ¢t € |23, 5]

1.5.2. Montrer que les zéros de la fonction G,, sont dans l'intervalle |—co, — ]

n 2
t t
1.5.3 Vérifier que, pour toutt € R, J,(t) = (2) Gn <— (2> ) puis en déduire que les zéros de la

fonction J,,, sur l'intervalle ]0, +o0], sont dans l'intervalle [2\/3 , +oo[

2°™¢ partie
Quelques résultats utiles pour la suite
2.1. Quelques propriétés de la fonction G,

2.1.1. Justifier que la fonction G,, est de classe C* sur R puis exprimer sa dérivée p-ieme G, pour
p € N*, comme somme d’une série

2.1.2. Montrer soigneusement que pour tout = € R, / t"Gp(t)dt = 2" G ()
0
2.1.3. Montrer que pour tout p € N*, la fonction 2 — 2" PG/ () est dérivable sur R de dérivée
z— 2" PG (2) + (p — )G ()

2.1.4. Montrer que pour tout p € N, il existe deux polyndémes A, et B, a coefficients entiers, de degrés
respectifs p — L et psip > 1, vérifiant :

vmm,/wwamw:ﬂW@w@m+&w%m> M
0

On pourra raisonner par récurrence et exprimer Ap1 et Byy1 en fonction de A, et B), respectivement
2.1.5. Préciser les valeurs de A,(0) et B,(0) pour tout p € N

2.1.6. Soit z € R un zéro de la fonction G,, ; montrer que G/, (z) # 0.
On pourra raisonner par I'absurde et utiliser la formule (1) et le théoréme d’approximation polynomiale de
Weierstrass.

2.2. Théoreme de relévement :
Soit I un intervalle non trivial de R.

! !/

2.2.1. Soit f,g: I — C deux fonctions dérivables sur I, a valeurs dans C* et telles que — = 9.
g

Montrer que f et g sont proportionnelles, c’est-a-dire qu'il existe A € C* tel que g = A f

2.2.2. Soit h: I — C une fonction de classe C! sur [ telle que, pour tout ¢ € I, |h(t)| = 1.
Sito € I et 6y € R sont tels que h(tg) = ¢, montrer que la fonction # définie sur I par

Viel, o) Hoi/t Z((j))d

est a valeurs réelles, de classe C' sur I et vérifie h(t) = (), pour tout ¢ € I.
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2.2.3. Soit f : I — C une fonction de classe C' sur I et a valeurs dans C*

(i) Montrer que la fonction g : I — R, t — |f(t)| est de classe C! sur I

(ii) Soient ty € I et 6 € R tels que f (o) = |f (to)| €. Montrer qu’il existe une unique fonction
0: I — R, de classe C telles que

O(to) =600 et Veel, f()=|f@) £10(1)

2.3. Formule d’intégration par parties itérée

Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit p un eniter naturel non nul. On considere deux fonctions
numériques f : [a,b] — Ret f: [a,b] — R de classe C?. Montrer que

[ s0watae = 1y [ fg 0 s Y0 (D000 - D))
a a k=1

3*m partie
Etude des zéros des solutons d’une équation différentielle d’ordre 2

Soient I est un intervalle non trivial de R et ¢, ¥ deux fonctions réelles définies et continues sur I ; on
rappelle que (€,,) et (€,) désignent respectivement les équations différentielles

Y +oy +vy=0 et y'+¢y=0

3.1. Justifier que, pour tout ¢y € I et tout couple (x¢, z;) de réels, il existe une unique solution v de (£, ),
définie sur I, telle que u(ty) = zo et v/ (to) = .
On notera Z,, 'ensemble des zéros sur I d"une solution w de (€,.4) : Zw ={s €I, w(s) =0}

3.2. Premieres propriétés des zéros d’une solution de (&, )

Soit u une solution sur I, non identiquement nulle, de I'équation différentielle (£, )

3.2.1. Montrer que si ¢y € I est un zéro de w alors u’ (ty) # 0 et il existe 7 > 0 tel que
VtEIﬁ}to—n,toﬂ-n[\{to}, u(t);éO

3.2.2. Soient a et b deux éléments de I tels que a < b. Montrer que 'ensemble Z,, N [a, b] est fini.
On pourra raisonner par I'absurde et utiliser le théoreme de Bolzano-Weierstrass
3.3. Etude des zéros d’une solution de 1’équation différentielle (£,)

Dans cette question, on suppose que I = [a,+00[, avec a € R, et que la fonction 7/ est a valeurs
strictement positives sur I

On considere une solution u sur I, non identiquement nulle, de 1’équation différentielle (£, ) et on lui
associe les deux fonctions f : I — Cetp: I — Rpar:

Viel, f(t)=u(t)+iu'(t) et p(t)=/u?(t)+u?2(t)

3.3.1. Montrer que pour toutt € I, p(t) >0

3.3.2. Justifier que la fonction f est de classe C! sur I et montrer qu'il existe une fonction ¢ : I — R de
classe C! sur I telle que

Vtel, u(t)=p(t)cos(0(t)) et u'(t)=p(t)sin(6(t))

3.3.3. Exprimer la dérivée 0’ de 6 en fonction de u, v’ et ¢ et en déduire que la fonction 6 est strictement
décroissante sur /

3.3.4. On suppose de plus que la fonction 1) est minorée sur I par une constante A > 0
(i) Montrer que, pour toutt € I, ¢'(t) < —min(1, A).
2?2 + \y?

On pourra utiliser le fait que, pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}, min(1,X) < —; 2
=Ty
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(ii) En déduire que la fonction 6 réalise une bijection de I sur l'intervalle | —oco, ()]

(iii) Montrer alors que les zéros de la solution u sur I forment une suite strictement croissante vers
400 ; plus précisement, Z, = {67! (5 + kn) ; k€ ZetE +kr <0(a)}

3.4. Dans cette question, on suppose I = [, +00[, avec a € R, et qu’il existe v > « tel que la fonction ¢ soit
a valeurs strictement positives et minorée par A > 0 sur l'intervalle |7, +occ[. On considére une solution
u sur I, non identiquement nulle, de I’équation différentielle (&,).

Montrer que les zéros de la solution u sur I forment une suite qui tend vers +oco et qui est strictement
croissante a partir d’un certain rang.
3.5. Application aux zéros des fonctions de Bessel

Soit n € N. Montrer que les zéros de la fonction .J,, de Bessel, sur l'intervalle |0, +oo|, forment une suite
qui tend vers 400 et qui est strictement croissante a partir d’un certain rang

4*™ partie
Irrationnalité des zéros de la fonction J,, de Bessel

Dans cette partie, n désigne un entier naturel et .J,,, G, les fonctions définies dans la premiére partie.
Pour tout entier naturel p, on note U, L, et T}, les fonctions définies sur R par :

" P (1 — )P

Ve eR, Up(z)= |

1
,Ly(x) =UP(z) et Ty(zx)= / G (xt)L,(t)dt
0
4.1. Montrer que pour tout entier naturel p, il existe deux polyndémes @, et R, a coefficients entiers, vérifiant
les propriétés suivantes :
G, R,(2)G,

(i) Qo =0, Ry =1etQ,(0)R,(0) #0sip>1;
(730) sip > 1, le degré de Q, (resp. R,) est inférieur ou égal a p — 1 (resp. p)

On pourra commencer par exprimer d’abord le polynéme U,Sp ) dans la base canonique de R[X] et ensuite utiliser
la question (2.1.4) de la deuxiéme partie.

4.2. Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel non nul z,
1
(-17a? [ GP U, (0 dt = T,(x)
0

4.3. Montrer soigneusement que pour tout réel x et tout entier naturel p,

1 el
| e, <<
0 p:

4.4. Montrer que pour tout réel z, la suite (Q, ()G, (z) + R, (2)G,(2)) 5, converge vers 0

4.5. Montrer que, pour tout entier naturel p, le polynéme Q,_1 R, — Q,R,—1 est en fait un mondéme de degré
2(p—1)

4.6. Montrer que pour tout entier non nul p et tout réel non nul z, (T,—1(z), T,(z)) # (0,0)
4.7. Montrer que les zéros de la fonction G,, sont irrationnels.

4.8. Montrer que si z est un zéro non nul de la fonction .J,,, alors x et 2% sont irrationnels.

FIN DE L’EPREUVE
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