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Exemples d’utilisation du théormém de Courant-Fischer

*1' Partie
A- Etude d’une matrice

" U Uy ... U,
1 2
U2Uq Uy U Up,
LM=UU=|:|(u ... u,)=
Up, 2
UpU1r UpU2 ... Uy,
Donc pour tout couple (7,7) d’éléments de {1,...,n}, on a: m;; = wu; et Tr(M) =

> uj.
i=1
2. La j-éme colonne de M est u;U.

3. On sait que le rang d’une matrice est égal celui de ses colonnes, or toutes les colonnes
de M sont proportionnelles U, donc leur rang vaut 1, d’ou rg(M) = 1.

4. rg(M) = 1 # n, donc M n’est pas inversible en particulier 0 est une valeur propre
de M, d’autre part MY = 0 &' YUUY =0 < |[UY]| =0 <'UY = 0 dou le
sous-espace propre associé est gale {Y € My(n, 1)R, UY = 0}. Sa dimension est n— 1
car c’est un hyperplan de Mg(n,1)R puisque c’est le noyau de la forme linéaire non
nulle p: My(n, )R — R .

Y — UY

5. MU = UWU, donc UU est une autre valeur propre de M avec U est un vecteur propre,
et dont la dimension du sous-espace propre associé ne peut pas dépasser 1, puisque
déja celui associé a 0 est de dimension n — 1, donc sa dimension est 1, engendré par U.

6. La matrice M est orthogonalement semblable & la matrice diagonale D = diag('UU, 0, .. .,0),
car les sous—espaces associe respectivement aux valeurs propres UU et 0 sont Vect(U)
et {Y € My(n,1)R, UY = 0}=Vect(U)* de dimension 1 et n — 1

B- Théoréme de Courant—Fischer

1. Parceque toute matrice symtrique est diagonalisable dans une base orthonormée.



o

<A6k, €r> <f(€k), ep>
R = = = A\, tout k € {1,2,..., =
aler) <er, 6> —er. o> x, pour tou { n} car f(ex)

A€

.U—er@,doncf Z)\xzel,dou<f ,U>= Z)\x et <v,v>= Zm

.Ona X <\ <\, dou A\ <v,v>= Z)\lm <<f(v),v>= Z)\x <Z/\nx =

An <v,v>, done A\ < Ra(v) < A\, Vv #£0,don A < m;nRA( v) et A <
mjgcRA(v), d’autre part Ra(e;) = Ay, o Ay > m%lRA( v) et Ra(e,) = A, d’ou
> .
An > IvnjgcRA(v)
Donc: A =minR4(v) et A, =max Rs(v).
v#0 v#£0
k

. Soit k€ {1,.. n}wEVk:>w—Z.n@2><f ,W>= Z)\x <)\Zx

- ;}( ), w
t = 2 = ———— < )\ Vi 0}, d’o A\, >
et <w,w>= Exl, 0 Ra(w) <0 Vw € Vi \ {0}, do N\ >
veI\I/l;i?{(o} R4(v) or ek € Vi \ {0} et Ra(ex) = A, dont A\ = ver{/lka{?{co} R4(v).

(a) Supposons dim (F; N Vect(eg,...,e,)) = 0, alors dim (F} & Vect(eg,...,e,)) =
k+(n—Fk+1) = n+ 1, impossible puisque (F; & Vect(eg,...,e,)) est un

sous-espace vectoriel de Mg(n, 1)R qui est de dimesnion n, d’o dim (F; N Vect(eg, . ..

0 et par suite dim (£} N Vect(ey, ..., e,)) > 1.
(b) w € Fy N Vect(eg,...,e,) — w szez = < f(w),w>= Z)\x2>

<flw)w>_

<w, w>

n n
)\k:z:”z? et <w,w>= Zx?, d'o Ra(w) =
i=k i=k

(c) D’aprés 5.) ona: A\ = max Ry(v) et Vy € Fy, d’0 Ay > min ( max RA<U>)
veVE\{0} FeFr ~veF\{0}

, et d'aprés 6.b) Ay < Ra(w) < maxyep\(oy Ra(v) VF € Fp, do A <
min ( max Ra(v)), dou I'égalité.
FeF, ~veF\{0}

(a) L’application 14 : v —<Av,v> est continue sur My(n, 1)R en tant que produit
scalaire de deux fonctions continues car linéaires v — Av et v — v et on en
déduit la continuité de 'application R4 sur My(n, 1)R\ {0} car rapport de deux
fonctions continues v —< Av,v> et v —<wv,v> avec un dnominateur qui ne
s’annulle jamais.

(b) Soient A et B deux éléments de My(n, 1)R \ {0}, on cherche les relier par un
chemin qui ne passe pas par l'origine.
— 1r cas 0 ¢ [A, B] alors le chemin ~: [0,1] — M(n,1)R\ {0} fera bien
t — tA+(1—1t)B
'affaire.
— 1rcas 0 € [A, B], on se fixe un élément C' € My(n, 1)R\ {0} tel que: 0 ¢ [A, C|
et 0 ¢ [C, BJ, on relie alors A C puis C' B.



D’ott 'ensemble My(n, 1)R \ {0} est connexe par arcs et 'image de I'application
R4 est aussi un ensemble connexe par arcs de R, donc un intervalle car les seuls
connexes par arcs de R sont ses intervalles.

(¢c) D’aprés ce qui précéde {Ra(v), v € Mo(n, 1)R\ {0} } est un intervalle, or A =

rﬁg Ra(v) et M\, = IH%(RA(U)' Do {Ra(v), v € My(n,1)R\{0} } = [A1, \s]

* ome Partie

1. Soit B une matrice symtrique relle d’ordre n.
supposons B definie positive et soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre
associé, alors {XBX = M| X[?>0d0o A >0
Inversemnt, supposons B admet deux valeurs propres A > 0 et p© > 0, comme B est
symetrique alors elle orthogonalement diagonalisable, c’est dire 3P inversible telle que

B:tP()‘ O)P,d’oﬂVX;«réOona:tXBX:tXtP(\/X 0)(\/X O)PX:t
0 u 0 u 0 u
VA 0

YY>0ouY = < 0 \/ﬁ) PX # 0 car X # 0, d’'ou B est définie positive.
Conclusion : B est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont strictement
positives.
2. (a) A est définie positive, donc pour ‘X = (1,0) #0 on a: a =" XAX > 0 d’autre
part det(A) = ac — b* > 0 car c’est le produit des valeurs propres de A.
(b) Tout calcul fait : X AX = ax?® + 2bzy + cy®> = a <(m +Ly)2 4 (£ - Z—Z)y2> =
a((z+ 2y)? + (%z2)y?) > 0. Donc A est définie positive.

3. (a) Montrer que < g(z),y >=< po f(x),y >=< f(x),p(y) >=< f(x),y > car p
projecteur orthogonal sur H et y € H et de méme < z,g(y) >=< z, f(y) > or f
est symétrique d’o < f(x),y >=< z, f(y) >, donc < g(x),y >=< z,g(y) >, et
alors g est un endomorphisme autoadjoint de H.

(b) Soit (€),...,e!,_;) base propre orthonormée de H associée & g dont les valeurs
propres sont fiy, . .., fin—1, pour tout k € {1,...,n—1} onpose: V| = Vect(e}, ..., e}),
comme précédement on montre que ur = max Ry (v), or V) € Fy et

veV/\{0}
A = min ( max RA(U)>, d’ou N\ < pug.
FeF, \veF\{0}

(¢) Soit k€ {1,...,n—1}.
i. Supposons dim(F N H) < k, donc dim(F + H) = dim F' 4+ dim H — dim(F' N

H) = n+k—dim(FNH) > n, impossible puisque FNH est un sous-espace vectoriel de

Mo((n —1),1)R qui est de dimension n d’o dim(F N H) > k.

ii. g(v) = p(f(v)), donc g(v)— f(v) € H+, orv € H, dou < g(v) — f(v),v >=0
et donc < ¢g(v),v >=< h(v),v >, en particulier
< g(v),v >< maxyep\ {0} chzf Vv e G\ {0}, d’ou
i <g(v),v> < max <f(v), v>
veG\{0} <v,v> veF\{0} <v,v>
iii. En passant au min dans l'ingalité précédente et en utilisant le théoréme de
Courant—Fischer gauche pour g et droite pour f et vu que G est de dimension

k et F' de dimension k + 1, on conclut que pp < Mgy




4. (a) A,_1 n’est autre que la matrice de g, elle est symétrique car g est auto—adjoint.

b) Application directe de ce qui précéde on a A\, < u). < App1 puisque les p). sont
M + M,
aussi valeurs propres de g.
(c) Sila matrice A est définie positive, alors toutes ses valeurs propres \; sont stricte-

ment positives il en sera de méme pour les valeurs propres p) de la matrice A,_;,
or A,_1 est symtrique donc orthogonlement diagonalisable, d’ott 3P inversible

Wy 0 ... 0
telle que A,,_; = P O o P,douVX #0on a:
: 0
0 ... n
pp O 0
xa, o x=txtp|Y T T Px=tyy > o0om
: 0
0 ... n
Vi 0 0
Y = 0 R : PX #0car X #0, d’o A,_ est dfinie positive.
: 0

0o ... A

5. (a) Si A est définie positive alors toutes les matrices Ay sont aussi dééfinie positive
d’aprs la question précédente, donc leurs déterminants sont tous strictement po-
sitifs.

(b) Le rsultat est déja vérifié pour n = 2.
Supposons le resultat vrai pour n — 1, on peut donc déja affirmer que A,_; est
définie positive, d’otu pj, > 0 V1 <k < n — 1, en particulier Ay > 0,...,\, >0,
n

ordet A = H A; > 0,dott Ay > 0, ainsi A est une matrice symétrique dont toutes
i=1
les valeurs propres sont strictement positives, donc définie positive.

6. Un exemple d’utilisation :
(a) Montrer que, pour tout t € [0, 1], la matrice M (t) est symtrique définie positive.
(b) En déduire que la matrice VX # 0'X M; X = X(f t)dt) X = fl EXMXdt >0
car ' XMX > 0, do M, est définie positive.
* 3m¢ Partie A- Une deuxiéme application

1. (a) VFeF, Yve F\{0}ona:Ry(v)=Ras(v)+ Rg(v) dou
max Ra(v) = max (Ra(v)+ Rg(v)) < max Ru(v) + max Rg(v) <

veF\{0} veF\{0} veF\{0} veF\{0}
R + max R = max R n d’ot
e A(v) + max R (v) nax A(v) + pn d'ott
min max R4 (v) < min max R4(v) + p, et donc A, < Ay + p,,, d’autre part,
FeF veF\{0} FeF veF\{0}

VF € Fr, Yv € F\{0} on a: Ra(v) = Ra(v) + Rg(v) > Ra(v) + i, en
passant une premiére fois au max sur v € F\ {0} puis une deuxiéme fois au
min sur F' € F on obtient 'autre égalité d’ou pour tout k € {1,2,...,n}, on a:
Akt pin S A < A+ i



(b) D’aprés la question précédente on a : p; < N, — Mg < py, dott [N, — M| <
[(A—A)X]||

max(|p1], |ftn]), montrons alors que [|A—A"[| = WX max (|, |n]),
en effet A — A’ = FE est symétrique, donc diagonalisable dans une base ortho-
normale, (¢],...,€l) associée aux valeurs propres p; < ... < p,, dou |y <
max(|u1|, [un]) =7, et VX #0on a X = Zxke;, do X = Z,ukxke; en parti-
k=1 k=1
2 21 v |2 : o JEX
culier | EX|| Zﬂk%“ Zxk—r 1 X2, don [|[A—A'|| = TR
||EX|| [ el / [EX]|
d’autre part [|[A—A'|| = > = || et ||]A— A’|] = max >
X2 X = el X0 | X]

E
LBl ), a0 J14 = 41 = max(lal. ) ot Végalite.

el
Soit A € S;t, on cherche € > 0 tel que: ||[A— A'|| <e = A’ € S, en effet :

A=A <e = |N,.— M| <e—e>N.— X\ = Np—e >\, = 1I<Ilkl£1 Ae—€ > A,
n

1 1
si on prend € = = min A\, > 0, alors )\k > — min >0, V1 <k <n, ainsi toutes les
2 1<k<n 2 1<k<n

valeurs propres de A’ qui est symétrique sont strictement positives, d’o A’ est définie
positive.

B- Une derniére application

1.

4.

Les matrices R et S sont orthogonales, d’ou

S e s (10 L 0y _ (1 0\ /1 0} _
RR = I, et 'SS = I, 1, d'ot QQ—<0 tg RR 0s) \ots)\o s)

1 0 1 O [N .
(() tSS) = (0 ]n_l) = I,, d’oi1 la matrice () est orthogonale.

t
Simple calcul, en utilisant les relations : 'RMR = (tUU O> LfRAR = (3 Aa > et

0 O n—1
ISA,_1S = diag(aa, ..., ap).
On a A, — A = ¢eM, donc A, jouera le role de A" et eM celui de E, dont les valeurs
propres sont py = 0 et p, = 'UU.
(a) C’est un résultat du cours puisque la matrice @) est orthogonale.

(b) le coefficient d’indice (7, ) de "QAQ s’obtient en faisant le produit scalaire de la
i-éme ligne de ‘@ avec la j-éme colonne de AQ = AC;, donc ce coéfficient est
{CAC; = a sii=j=1
o sit=352>2
Bi sit=1,7>20uj=1,i>2
0  sinon

Soit X = Zini € My(n, )R alors 'XAX = ZZyzy]CAC = ayi +

=1 =1 j5=1
> awi+2) By
i=2 =2

(¢) De maniére analogue on a : ‘XA, X = (a+ ' UU)y? + Z a;y? + 2 Z By =
i=2 =2



XAX + £ UU.

IXAX
Ainsi RAE(X) = m =
IXAX + lUUy? _ RAX) 1 U U y3

<X, X> <X, X>"
(d) Choisir X € F' tel que: F' € F; avec y; = 0.

FIN DU CORRIGE





