CORRIGE : MATH 2 ; MP ; Centrale_2009

Partie | : Produit de deux endomorphismes autoadjoints positifs

On se propose dans cette partie de montrer que si u,v € S*(E), alors uo v est
diagonalisable et son spectre est inclus dans R*,

I-A - Généralités
I-A-1)
Soitu € £(E) tel que : u = u*, alors u est diagonalisable dans une base orthonormale de E.

=] On suppose que u est positif (resp défini positif ).

Soient A une valeur propre de u, et x € E un veteur propre de u associé a A.
UX) | X)=AX | X)>0=21>0. (respuX) | Xx) =AX | X)>0=21>0)
Alors Sp(u) < R* (resp Sp(u) < R**)

<] Si Sp(u) < R* (resp Sp(u) < R**)
Soit (x1,...,Xn) une base orthonormale de E, de vecteurs propres de u.
Pour chaque i € [[1,n]], on note A; la valeur propre de u associée a x;.
Soitx =Y aixi € E. (Ux) | X) =Y Aia? >0
1<i<n 1<i<n
(resp (U(X) | X) =Y. Aia? > 0etsix =0, Jip € [[1,n]] tq ai, # 0 et (U(X) | X) > Aj,af, > 0)
1<i<n

Alors u est positif ( resp u est défini positif )

I-A-2) Soient u € S**(E), (x1,...,Xn) une base orthonormale de vecteurs propres de u et

D = diag(As,...,4n) la matrice de u dans cette base, la matrice de u™! dans cette base est
D! = diag(17%,...,A;t) est symétrique dans une base orthonormale, alors u= e S(E).

De plus Sp(u™) = {47! ; 1<i<n} cR*, alorsu? e S*(E).

I-A-3) Soit u € S*(u).

a) Soient (x1,...,Xn) une base orthonormale de vecteurs propres de u et D = diag(11,...,4n)
la matrice de u dans cette base. Soit s € £(E) de matrice A = diag(/21,...,/An ) dans

cette base. Puisque A est symétrique et la base (xi,...,Xn) est orthonormale, alors s € S(E).
De plus Sp(s) = {J4i ; 1 <i <n} c R*, alors s € S*(E). De plus A? = D alors s? = u.

b) Soit x € Etel que : (u(x) | x) =0, alors (s2(x) | X) =0 = (s(X) | s*(X)) = (s(xX) | s(x)).
Alors s(x) = 0 et u(x) = s?(x) = 0.

I-B - Preuve du résultat

Soient u,v € S*(E).

I-B-1) On note u; et w les endomorphismes de Im(u) induits par u et u o v respectivement.
a) Soient x,y € Im(u) ; (Us(X) | y) = (U [ y) = (x [ u(y)) = (x| ui(y)). d'olus € S(Im(u)).
Soit x € Im(u), 3t € E tel que : x = u(t).

(Ur(X) | X) = (UX) | x) > 0alorsu; € ST(Im(u)) et Sp(u1) < R*.

Uix) =0=uou(t) =0= (uou(t) | ) =0=(u(t) | ut)) = x=u()=0.

0 ¢ Sp(uy) alors Sp(u;) < R** etu; € ST (Im(u)).

b) Soient x,y € Im(u). Puisque u; € S**(Im(u)), d’aprés I-A-2) ur* € S*(Im(u)).
Pur(W(X),y) = (Uov(X) | ui'(y)) = (V(¥) | uour(y)) = (V(x) | uioui'(y))

Pur(W(X),y) = (V) | y) = (X [ v(y)) = Uoug"(x) | v(y)) = (Ur'(¥) | uev(y))




Gur(W(X),Y) = dygr (X, W(Y)).
Alors w est symetrique pour ¢, et poury = x, on obtient : ¢ (W(x),x) = (v(x) | x) = 0.
D'our : w est symétrique positif pour le produit scalaire ¢,:.

I-B-2) On suppose que Im(u o v) = {0}. ('si non rien a montrer )

w est un endomorphisme diagonalisable de Im(u) ( car w est symétrique pour le produit
scalaire ¢ ) alors la restriction de w au sous espace stable Im(u o v) est aussi
diagonalisable, de plus d’aprés la question précédente Sp(w) < R*.

On conclus alors que la restriction de uo v a Im(u - v) est diagonalisable et son spectre est
inclus dans R*.

I-B-3) Soit x € Im(u o v) Nker(uov), w(x) = 0, alors 0 = ¢, (W(x),X) = (V(X) | X).

Alors d’'apres (1), v(x) = 0. ll existe t € Etel que : x = UoV(t) = vouov(t) = 0.

0= (vouov(t) | t) =(uov(t) | v(t)) = x=uoVv(t) =0 (encore daprés (1))

Im(u o v) Nker(uov) = {0}, alors d’aprés le théoréme du rang, E = Im(u o v) @ ker(u o V).

I-B-4) Siuov = 0 alors uo v est diagonalisable et Sp(u-v) = {0} < R*.

On suppose alors que uov = 0, Im(u o v) est somme directe de sous espaces propres de w.
Alors d’aprés la question précedente, E est somme directe de sous espaces propres de uov.
u o v est diagonalisable et Sp(uov) < Sp(w) U {0} < R*.

I-C - Cas particulier

Soienta € S**(E) et f € £(E,F).

I-C-1)

a) Soity € F, I'application [x — (f(x) | y)] est une forme linéaire sur E, alors il existe un
unique vecteur g(y) € Etelque: vx e E ; (f(x) | y) = (x | g(y)). Donc

Il existe une unique applicationg : F > E telle que : V(x,y) e ExF; (f(x) | y) = (X | g(y)).
Montrons que g est linéaire.

Soienty,z € Fet A € R. Pourtout Vx € E, ona:

(x | 9(Ay+2) —29(y) —9(@) = | 9(dy+2)) —A(x | 9(y)) —(x | 9(2))

x [ 9y +2) —29(y) —9(@) = () | Ay+2) - A(f(x) | y) - (f(x) | 2) = 0.

vy,z e F ; g(Ay+2) - 2Ag(y) —g(z) = 0. D'ou la linéarité de g.

Dans la suite I'application g est notée f *.

b) Soity € F.

f*(y)=0=[vxeE ; x| (y) =0l = [vxeE ; (fx) | y)=0] =y e [ImH)]"

c) Soit (zk)ken Une suite d’élements de Im(f) telle que la suite (f *(zk))kenv COnverge vers 0.
ker(f*) = [Im(f)]+, alors ker(f *) N Im(f) = {0}.

La restriction ¢ de f* a Im(f) est un isomorphisme entre Im(f) et f *(Im(f)), ¢! est linéaire
en dimension finie, alors ¢! est continue. zx = ¢~ 1(f *(zx)) — O.

k—o0
d) Soientx,y e E. (f*of(x) | y) = (f(X) | f(y)) = (x | f*of(y)). Alors f* of € S(E).
Deplus:VxeE ; (f*of(x) | X) = (f(x) | f(x)) >0. Douf*ofe S*(E).

I-C-2) On a:a e S™(E), alors d’'aprés I-A-2) a* € S*™(E) < S*(E) etf* o f € S*(E), alors
d’'aprés I-B) a o f* o f est un endomorphisme diagonalisable de E et Sp(a™tof*of) = R*.

On note p la plus grande valeur propre de a ™ of * o f,

I-C-3) Soitx € E, [f(X)|2 = (FX) | fX)) = (X | f*of(X)) = (X | acalof*of(x)
If) 1% = @x) | atof*of(x)) = galx,atof*of(x)).



D’aprés I-C-1-b) (Im(f * o f))* = ker(f * o f)

D'aprés I-B-3)E = Im(atof*of) @ ker(@t of* of).

Xt =atof*of(z) e Im@@atof*of)

X2 € ker(@tof*of) =ker(f*of) = [Im(f*of)]*

IO 1% = ga(x,atof o f(x) = (xa+Xa | F*of(x1)) = (X1 | f*of(x0)).

IO |2 = ga(x1, a7t o f* o f(x1)).

D'aprés I-B-1) a o f * o f induit un endomorphisme symétrique positif de Im(a=t o f* o f).
Soit p' la plus grande valeur propre de la restrictionde atof*of alm(atof*of).
If) 1> = pa(xz,atof*of(x1)) < p'dalx1,X1) = p'@(X1) | X1). (%)

0<p' <pet@x | x)=(ax) | x1)+@x1) | x2) +(@kx2) | x1) +(@xz) | x2).

@x1) | x2) = (@Kx2) | x1) = (F*of(z2) | x2) =0

@) | x) = (alxz) | x1)+@x2) | X2) = (@xa) | x1) 2 0. (k)

De (%) et (x %) on déduit: V¥x € E ; [[f(X)]? < p(a(x) | x).

Posons : x = X1 + X2 ; avec {

N.B :

Dans la ligne (x) on a utilisé le résultat suivant :

Si V est un espace vectoriel euclidien non nul, et h un endomorphisme symétrique positif
de E et p la plus grande valeur propre de h, alors : Vx € E ; (h(X) | x) < plIx||%.
Démontrons ce résultat.

Soit (x1...,Xy) une base orthonormale de vecteurs propres de h, et p1,..., pn les valeurs
propres respectivement associées a Xi...,Xn. On suppose p = pn > pp1 >...> p1 > 0.
Soitx =3 aixi €E. (hx) | \) =X pia? <p X af = pllx||%

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Partie Il : Minimisation d’'une fonctionnelle quadratique
Désormais, a € S (E),b un élement fixé de E, et f € £(E,F).
J est I'application de E dans R définie par: Vx e E ; J(X) = %(a(x) | X)—(b | X).

lI-A - Minimisation théorique

On considere un sous espace vectoriel V de E et on s’intéresse a la minimisation de la
restriction de Ja V.

lI-A-1) Soient 0 < 41 < 4, <...< A4, les valeurs propres de a, en considérant une base
orthonormale de vecteurs propres de a, on obtient : (a(x) | x) > A1||x]|%.

Puisque (b | x) < [Ib]l. x| alors : J) = 3@ | x) = (b | x) = FA[lx|I* = [[b]. Ix].
D'ou lim J(X) = +co..

lIx]| >0

[I-A-2) Le cas V = 0 est évident, supposons que V # {0}.

Soitxo e V;3ar>0; vxeV ; [IIX]| >r = J(X) > JI(Xo)].

Xo € By(0,r), ot By(0,r) est la boule fermée de V de centre O et de rayonr.

J est continue sur cette boule qui est compacte, puisque V est de dimension finie.
Alors J est minorée et atteint sa borne inf sur By (0, r).

yo € Bv(0,r) tel que J(yo) = min  J(X) < J(Xo).
xeBy(0,r)

Alors J atteint en yo son minimum sur V.

l1-A-3) Soit (x,y) € V2 tel que : x # .

a) (L) = $@iL) | Z)-(b |

G =+@x) [ 0++@y) | V++@%) | Y++@Y) | x)-3b | x)-30b |y



I(F) = $IM+ FIW) — 5 (@) | )+ @y) | y)+@x+y) | x+y)).
Ona:x=+y,alorsx+0ouy # 0, et puisque a € S*(E) alors (a(x) | x) >0ou (a(y) | y) > 0.
Dot +((@(0) | %)+ @) | y)+@x+y) | x+y)) >0etI(F) < 20

b) Par 'absurde, supposons que J atteint son minimum sur V en deux pomts distincts x,y.
D’aprés la question précédente : J(=- J(X);J(y) = J(x) = J(y). ce qui est absurde.

D’ou le point ou J atteint son minimum sur V est unique.

lI-A-4) Soitx € Vet (t,h) e R x V.

a) J(x+th) —J(x) = F(a(x+th) | x+th)—>@x) | x)—(b | x+th)+(b | x)

Aprés développement : J(x + th) — J(X) = %(a(h) | ht?2 +t@x)—b | h) = J(th) +t(a(x) | h).
b) La restriction de J a V est minimale en x si et seulement si

V(t,h) e RxV ; JXx+th)-J(x) = %(a(h) | Ht2+t@@ax)-b | h)>0

(i) Sia(x)-b e V* alors Vh e V ; J(x+h)-J(x) = +(a(h) | h) > 0.

(i) Sia(x) —b ¢ V* alors3h € V telque: (a(x)—b | h) # 0.

Quitte a changer h par —h, on suppose que (a(x) —b | h) > 0.

vteR*; L(a(h) | h)+ 2220 > 0alors o = lim  (L(a(h) | hy+ E220) > o,
t-0 ; t<0

Ce qui est absurde. Finalement :
La restriction de J a V est minimale en x si et seulement sia(x) —b € V*.

lI-A-5) Icin = 3 et w est I'éléement de E en lequel J est minimale.

Pour tout réel k > J(w), on note X la surface d’équation J(x) = k.

Soit 7T un plan vectoriel inclus dans E tel que w ¢ TT.

a) Soit (i1,i2,i3) une base orthonormale de vecteurs propres de a. Soient 11,412,143 les
valeurs propres de a respectivement associées aux vecteurs propres is, iz, is.

Pour tout x € E, on pose : x = X1i1 + X202 + X3i3 € E.

ZJ(X) = 11X% + ﬂzX% + /13X% - 2b1X1 - 2b2X2 - 2b3X3.

266)3]_ (w) = 21jo-2bj =0= Wj = A_j

L'équation de Xy dans le repére (O,i1,i,i3) est:

A1(X1 —W1)2 + A2(X2 —W2)2 + A3(X3 —W3)? = 2k + == + == + = = 2k — 2J(w).

>k est une éllipsoide de centre le point Q tel que 00 =w|

b) Si 7T est tangent & Zx en un point A, alors A est unique, et si OA = aill + aziz + asis.
Alors k = +(A1(a1 —w1)? + A2(a2 — W2)? + A3(a3 — w3)?) + J(w). et k est aussi unique.
L’équation de Zx dans le repére (Q,i1,i2,i3) €st 11X3 + 12X3 + A3X3 = 2(k — J(w)).

SiA € I tel que: OA = n1i1 + n2iz + nsis, alors 'équation du plan tangent a X au point A
est: /11771)(1 + /12772)(2 + /13773)(3 = 2(k — J(W))

Soit : (7‘[) H1X1 + u2Xo + usXs = p I'équation du plan 7T dans ce repere.

Ona: u =+ 0carle plan T ne passe pas par Q. Alors :

TU est le plan tangent a X« au point A si et seulementsi: Vj =1,2,3 ; n; = i—ﬁ(k— J(w)).

On pose alors : Vj = 1,2,3 ; nj = —5-(k - JW)) et QA = nais + 12l + 1sis
T est le plan tangent a Xk au point A si et seulement si A € Xx.
2 2 2
TT est le plan tangent & Ik au point A si et seulement si 4(“;—?'))2(% + j—j + g—g) = 2(k — J(W)).

TT est tangent & X si et seulement si k = J(w) + £-. —%
N
A Ay A3




c) (k) X2+2y2+322-2x=k et (71') X+y+z=0.
1
k) X=1)2+2y2+3z22=k+1,alorsQ| 0 etvj=123 ; Aj=2j etJ(w) =-1.
0
L’équation de (7[) dans le repére (Q,T,T,?) estX;+Y1+2Z; =-1. Alors:
w1 = pp = us = 1etu=-1. Laformule de la question précedente donne :
k=J(W)+“TZ.+=—1+i L =2,

2
u u5 ou

+_+
1 22

|Hl\)
|w|\)

~
~

3

lI-B - Lagrangien augmenté

Soit r un réel positif et L, est I'application de E x F dans R définie par :
Lr(x,p) = J¥) + L fCO 11>+ (p | f(x)).

On dit que (x,p) est un point selle de L, si, pour tout couple (y,q) de E x F,

Lr ). t i I
Lr(x,q) < L((x,p) < L((y,p) C'est a dire: x..)es mzflx.|mae enp .
L.(.,p) est minimale en x

[I-B-1) Notons dans I'ordre de I'énonce (i); (ii); (iii) les trois propositions qu’on va montrer
équivalentes.

(i) = (ii) | Si Ly(x,.) est maximale en p, alors

VaeF ; J0)+ LI l?+ o | fx) =300+ SIf0 1%+ (a | f(x))

vgeF ; (p—q | f(x)) =0.

Mais{p—-q ; ge F =F,alorsvqgeF ; (q| f(x)) >0.

VgeF ; -ge F,alorsvge F ; (q | f(x)) =0. doncf(x) e FNF*+ = {0} et x e ker(f).

(i) = (iii) | Six € ker(f) alors Vg € F ; L¢(x,q) = J(X). L((x,.) est donc constante sur F.

(iii) = (i) | Si Ly(x,.) est constante sur F, alors tout p € F est un maximum de L.(x,.)

1I-B-2)
<] Supposons que (a+rf* o f)(x) + f*(p) = b. Soity € E.

8 = Le(xp) — L (1,p) =5 @) | ¥+ (F*f(x) | x)+E*(Q) | X) -5 @) | y)-=E ) | y)-E*@) | Y.
§=2(@+rt o) +f*(p)=b | X) =3 (@+1T o)) +f* () =b | )+ (b | x=y) +5(*(P) | x-).
§=—F(@+rt oNy-x [ N+50 [ y=x)+3E*(P) | x-y).

Le(x,p) - L, (y,p) = =5 (@+rf* o H)(y) | y).

a et rf *of sont symeétriques positifs, alors : Vy € E ; L:(X,p) < Lc(y,p).

=] Si L(.,p) est minimale en x, alors :

vy € E ; J0)+ SO0 NIZ+ (@ | f00) <IW + LI 1%+ | fy)).

On pose : y = x +th avec (t,h) € R x E. Un calcul comme celui du premier sens donne :
V(t,h) e RxE ; t?2((@+rf*of)yh) | hy+2t((@a+rf*of)(x) +f*(p)—b | h) > 0.

Un raisonnement comme celui de 11-A-4-b) donne :

VheE ; (@+rf*of)(X)+f*(p)—b | h)=0. Dou(@a+rf*of)(x)+f*(p)—b = 0.

1I-B-3)



Le(., t imal ker(f
a) (x,p) est un point selle de L, < { (-,p) est maximale en p - { x € ker(f)

L((X,.) est minimale en x ax)+f*(p)=b

( Conjonction de 1I-B-1) et 1I-B-2) )

b) Soit x € ker(f) et p € F, alors L(x,p) = J(X) et L,(x,.) est maximale en p. (daprés |I-B-1))
() S’il existe p € F tel que (x,p) est un point selle de L,, alors L;(.,p) est minimale sur E
en x, en particulier I'application [x' — L.(x',p) = J(x')] est minimale en x sur ker(f).

(i) Réciproquement, supposons que la restriction de J a ker(f) est minimale en x.

D’aprés (2) a(x) — b € ker(f)* = Im(f *), alors il existe p € F tel que : a(x) + f*(p) = b.

D’ou d’aprés la question précedente, (x,p) est un point selle de L.

[I-B-4) Soit (x,p) un point selle de L. Soitp’ € F.

a) On a x € ker(f), donc : d’aprés (4)

(x,p’) un point selle de L, si et seulement si a(x) +f*(p’) = b = a(x) +f *(p) si et seulement
sif*(p' —p) = 0 si et seulement si p’ — p est un élement de ker(f *) = [Im(f)]".

b) Soit h le projecteur orthogonal sur Im(f) et p’ = h(p).

p' —p € [Im(f)]*, alors d’aprés la question précedente (x,p’) est un point selle de L.

IpII> = ll(p=p) +p'lI> = Ip—p'lI* + Ip'[|* ( Théoréme de Pythagore ).

Ip"ll < llpll etona: [p'll = lpll < lIp’-pll =0 = p"=p.

Sip” e Im(f) tel que (x,p") est un point selle de L, alors (p' —p") € Im(f) N [Im(f)]* = {0}.
D'ou: p” = p’, et Il existe un et un seul point selle (x,p’) de L, tel que ||p’|| est minimale.

Partie lll : Algorithmes d’'Uzawa et d’Arrow-Hurwicz

On reprend les notations de la partie précédente et on note x I'élement de ker(f) en le quel
la restriction de J a ker(f) est minimale. (I'existence de x est assurée par la question II-A-3-b))

On note p un élement de F tel que (x,p) est un point selle de L.
(L’existence de p est assurée d’apreés 11-B-3-b))
p désigne la plus grande valeur propre de a™ of* of.

Soit po fixé dans F et (yk)« désigne une suite de réels a valeurs dans [a, 8] tels que :
O<a<pf<20r+-).

On définit la suite (xx)x de E et la suite (px)k de F, comme suit :
vk e N ; L¢(.,px) est minimale en xx et pi:1 = pk + y«f(Xk).

N.B :

(i) C’est clair que la suite (px)k existe dés que la suite (xx)x existe.

(ii) L'existence de la suite (xx)x est assurée par (3), puisque a + rf * o f est symétrique
définie positive, donc inversible.

HI-A

[lI-A-1) On pose pour tout k de N, yx = Xk — X et ry = px — p.

a)

() rea = prer — P = px — P + yxf(xk) = re + yuf(xx — x) = (car x € ker(f) )

Finalement : ria = ri + yif(yy).

(i) Lr(.,px) est minimale en xi, alors d’aprés 1I-B-2) (a+rf* o f)(xk) + f*(px) —b = 0.
(@+rf*of)(yn)+f*(re) =b—-(@+rf*of)(x) —f*(p) = 0.

b)Irkll? = Ifeall? = (rc—Fen | e+ Fesa) = (—rf(ye) | 2rc+ yif(ye)) (d’aprés a) (i) ci-dessus )
Il = e ll® = =y lIfy 12 = 2yk(ric | f(ye)) = =y 20 112 = 2y *(rio) | yi)



Ircll? = Irea l1® = =yRIFO 11 = 2yk(yk | —(a+rf* o f)(yk)) (d'aprés a) (i) ci-dessus )

Il = lIrea l1® = ye[ 2000 | yi) + @r =y Ifyicll® .

Ona:yk>a;2r—yc=2r—pcaryc e[ f];et@ys) | yo = +fyol (daprésI-C-3))
Finalement : [[rell? — [IreaI? = vi[ 2@ | yi) + @r—yollf(yell® ] = a[2(r+ L) - ]Iy II%.
c) D’aprés la question précedente, la suite (||r«||), est décroissante, et elle est minorée par
0, alors elle converge, alors d’aprés l'inégalité de la question précedente, la suite (f(yx)),

est convergente vers 0.

Donc, puisque yx > a > 0, I'inégalité de la question précédente permet de déduire que :

lim (a(yx) | yx) = 0.

k—o0

Soit u la plus petite valeur propre de a, alors (a(yx) | y«) > ullykll? = 0.

On déduit alors que la suite (yx), converge vers 0, c’est a dire la suite (xx), converge vers X.
11I-B

[1I-B-1) On pose, pour tout entier k, px = Pk + Jk ou (P, Tx) € Im(f) x (Im(f))*.

a) D’aprés II-B-4), px est I'unique élement de E de norme minimale tel que : (X, px) est un
point selle de L.

Pt + Okt = Pk + Tk + 7kf(Xk). D’ou Oz — gk € Im(f) N (Im(f))+ = {0}.

Alors la suite (Tx)« est constante.

b) On a montré dans II-A-1-c) que la suite (yx)x converge vers 0. alors (a+rf*of)(yx) — 0

k—>OO

car (a+ rf * o f) est continue, puisque linéaire en dimension finie.
Alors d’aprés II-A-1) _a) (i) f*(rx) - O,enplusri=pxk—p=pPxk—P+ Tk —T.

k—»OO

Ok — g € (Im(f))* = ker(f*). D'ouf*(px—p) - O.

k—>OO

) (Px — P)ken €St UNe suite de Im(f) et la suite (f *(Pk — P))ken CONvVerge vers 0, alors d’aprés
I-C-1-c), la suite (Px)ken CONVerge vers p.
Pk+Tk =Pk = Pk +Jo — P+ Jo. D'ou la suite (pk)ken CONVerge vers p + Jo.

k—o0
Désormais, on choisit po = 0 et la suite (yk)ken COnstante égale a y. Dans ces conditions,
la suite ((xk, pk))k converge vers (X,p) point selle de L, avec ||p|| minimale.

[1I-B-2) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k on a :

Xk = (lle—y@+rfrof)tofoflko(@a+rfrof)t)(b).

Pourk =0,ona: (a+rf*of)(Xo)+f*(po) = b.

(a + rf* o f) est symétrique défini positif, alors inversible.

Donc, puisque po = 0, 0n a : xo = (a+rf * o f)~1(b). L'égalité est alors vraie pour k = 0.
Soitk e Ntel que : xk = ([le—y(@+rf*of)tof*oflko(@a+rf*of))(b).
Ona:(a+rf*of)(Xur1) + F*(prer) = b = @+ rf* o )(Xks1) + T *(pi + yT(Xk)).
(@+rf*of)(Xk1) +b+yf*of(xk) — (@+rf* o f)(Xx) = b.

@+ rf*of)(Xiwa) = (@+rf* o f) —yf* o f)(Xi).

Xke1 = [le —y(@+rf*o filof*o fl1(Xk).

On remplace alors xi par sa valeur donnée par I'hnypothése de récurrence.
Xer = ([le—y@+rfrof)Lof*of]lo(@a+rfrof))(b).

[11-B-3) On suppose que, relativement a la base canonique de E ( qui est orthonormale ), la
matrice de a est diagonale égale a diag(11,...,4n) avec A1 >...> 4, > 0.
On suppose que la matrice de f relativement aux bases canoniques de E et F, admet



. {1siij§m
pour coefficients genériques : fi; = _ .
0 si non
a) Les matrices de a et de f * o f dans la base canonique de E sont diagonales, il en est de
méme pour G = lg —y(a+rf*of)L o f* o f. alors G est autoadjoint.
Si x e ker(f) alors G(x) = x, ker(f) est stable par G, et (ker(f))* est stable par G* = G.
b) On note y 'endomorphisme induit par G = lg —y(@a+rf*of) o f*of sur (ker(f))*.
Notons (es,...,en) la base canonique de E = R" et (fs,...,fn) la base canonique de F = R™,
f(ei) = fipourl <i<metf(ej) =0pouri>m.
(ker(f))* = vect(es,...,em) €t Vi € [[1,m]] ; f*of(ei) = ei.
Vie[[Lm] ; we) =ei—y@+rfrof)(e) = ei— ;e = 1;:7 ei.

(e1,...,em) est une base orthonormale de vecteurs propres de v, alors y est autoadjoint,
alors |||y||l =max | Aty | On notera: € = |||y|].
1<i<m

Ai+r

C) r est suppose fixé, e =max |

1<i<m
Soit ¢ €]0,1[ un réel assez petit, pour avoir € < «, il suffit que :
Viel[[1m] ; a<l---<a

Vie[[1L,m]] ; (1+a)(Ai :;)_Z y> A -a)Ai+r)
L+a)Am+1r) >y > Q-a)(A1+71)

On doit en particulier avoir : (1 +a)(Am +1) > (1 —a)(A1 +1) et g > 5214

— 2r+A1+Anm

Aitr—y |
Aj+r

= _HfiAnm — 9 A14n)Um+n)
On prend alors a = s et doncy =2 T
. _ AAm
Danscecas : e = TR
N.B :
Cette valeur minimale est donnée par : |1 - 2| = |1- L= |.
1+r Am+r

d) Plus que r est grande, plus que € = |||y|| est petite, plus que la convergence de la suite
(Xk)ken €St plus rapide.

en effet :
vkeN ;xk=([le-y@+rfrof)tofoflo(@+rfrof))(b).
[le—y@+rf*of)tof*ofl(xy) » x=[lg—y@+rf*of)tof*of](x)

k—o0
X=[le—y@+rf*of)tof*oflk(x)
X—Xk=[le—y@+rf*rof)tofroflk(x—(a+rf*of)(b)).
I = x|l < e¥||x—(@+rf*of)(b)|.

[11-B-4) E (resp F ) est toujours muni de sa base canonique B, = (e1,...,en)
( reSp Bm = (fj_, s ,fm) )
PSLTET g b=> ei.

1<i<n

Soient A = (aij)1<ij<n telle que : ajj = .
1 si non

Soit £ = (fij)1<i<m la matrice de f dans les bases B, et By,.
1<j<n
lsii+j=m+1

Onprend : V(i,j) € [[1,m]] x[[1,n]] ; fij= { 0 si non



X1
a) Soitx =) xiej € E et X =

1<i<n

Xn

On a B, est une base orthonormale de E et A est symétrique, alors a est un endomorphisme
autoadjoint de E.

2
@x) | x) =XAX =Y ixt+2 Y. xixj=> (i—1)xi2+<z Xi> > 0.

1<i<n 1<i<j<n 2<i<n 1<i<n
@x) | x)=0=Vi=2...,n;xp=0et D xi=0=X1=X2=..=X =0=x=0,
1<i<n

D’ou a est un endomorphisme autoadjoint défini positif de E.
1
b) Posons B = : € My1(R). d'aprés llI-B-2), Xo = (A+r1 'FF)1B.
1
Encore d’aprés IlI-B-2) ; Vk € N ; X1 = [In — y(A+r 'FFF)LFF]*Xo.
Mais on prend y = 2r, alors : Iy —y(A+r *FF) 2 'FF = (A+ 1 'FFR) (A -1 'FF).
Xo = (A+rFF)1B
VkeN ; Xk = A+rFA)A -1 FF)X
Ce qui donne une procédure pour calculer les termes de la suite (Xk)ken.



