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Dans tout ce probleme E est un espace euclidien de dimension n > 1. Les
vecteurs de E sont représentés par des lettres surmontées de fléches et
le produit scalaire de deuz vecteurs T et Yy de E est noté (T | ).

L’orthogonal d’un sous-espace F de E est noté FO. On note a* adjoint

de a € L(E) pour la structure euclidienne définie par le produit scalaire

() et ab le composé de deux endomorphismes a et b de E.

Le sous-espace de L(E) constitué des endomorphismes symétriques est noté
S(E).

On appelle endomorphisme antisymétrique un endomorphisme a € L(E) tel
que a* = —a et on note A(E) le sous-espace de L(E) constitué par
les endomorphismes antisymétriques. L’ensemble des endomorphismes
symétriques positifs de E est noté ST(E).

On désigne par O(E) lensemble des automorphismes othogonauzr de E et
O™ (E) l’ensemble de ceuzx dont le déterminant est positif.

L’objectif de ce probleme est de prouver que certains sous espaces vectoriels de
L(E) contiennent des automorphismes orthogonauz. Les deuz parties du
probléme sont indépendantes nonobstant la question 1.B.2

Partie I - Cas d’un hyperplan de L(F)
LA

I.A.1) Soit a € L(E) et (¢) = (€], €3,..,e,) une base orthonormée de E.
Prouver que

Posons Vj € [[1,n]], a(ej) = Yo, ai ;e avec a;j = (€, a(e;))

On a alors Tr(a) =Y ;=Y 0 (e, a(e))
1.A.2) Soient a et b deux endomorphismes de E. On pose << a,b >>=
Tr(a*b). Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur L(E)

Il s’agit de prouver que ’on a ainsi défini une forme bilinéaire symétrique,définie
et positive sur L(E)

On note déja que << a,b >>€ R. De plus

<< ba>>=Tr(b*a) =Tr((b*a)*) = Tr(a*b) =<< a,b >>



La trace étant une forme linéaire sur £(E), on a V(a,b,c) € L(E)? et VA € R,

<< a,bt+Ac >>=Tr(a*(b+Xc)) = Tr(a*b)+XTr(a*c) =<< a,b >> +X << a,c >>

ceci assure , avec la symétrie, la bilinéarité de ’application <<, >>

enfin

<< a0 >>=Tr(a'a) = Y (&, a%a(@)) = S (a(@),a(@)) = 3 la(@)I? 2 0
i=1 i=1 i=1
de plus si << a,a >>= 0, alors Vi € [[1,n]], ||a(e_{)||2 = 0doncVi € [[1,n]],a(e) =
0 et ainsi a = O, (p)

L’orthogonal pour ce produit scalaire, d’un sous espace & C L(E) sera noté E+

1.A.3) Montrer que les sous-espaces S(E) et A(E) sont supplémentaires or-
thogonauz de L(E) pour <<,>>

Soit (a,b) € S(E) xA(E),
<< bya>>=Tr(b*a) =Tr(-ba) = —Tr(ba) = —Tr(ab) = — << a,b >>
donc << a,b >>=0et S(E) L A(F) dans L(FE)

d’autre part Va € L(E),a = a+2a* + a;a* donc S(E) +A(E) = L(E)

On en déduit que A(E) = S(E)*
1.B.1) Soit a € L(E) de rang r > 1

a) Montrer que ker a*a = kera et que rga*a =rga
Soit x € ker a, a(x) = 0 donc a*a(x) = 0 donc x € ker a*a.

Soit = € kera*a, |laz||® = (az | ax) = (z | a*azx) = 0 donc az = 0 et donc
x € kera

ainsi kera*a = kera

en particulier d’apres le théoréme du rang on en déduit que rga*a = rga

b) Montrer que a*a posséde au moins une valeur propre non nulle.

a*a € S(F) , donc a*a est diagonalisable. On en déduit qu’il existe au moins
une valeur propre pour a*a. D’autre part si toutes les valeurs propres de
a*a étaient nulles, puisque cet endomorphisme est diagonalisable , il est
nul, et donc rga*a = 0 = rga ce qui contredit r > 1



c) Soit {A1,Aa, ..., As} Uensemble des valeurs propres non nulles de a*a. En
notant E(X) le sous espace propre de a*a associé & la valeur propre A,
montrer que

Ima* =Ima*a = @E(Al)

i=1
On sait que
dim(Ima*) =rg(a*) = rg(a) = rg(a*a) = dim(Ima*a)

et que
Vy € Im(a*a),3z € E,y = a*a(z) = a*(a(z))

donc Ima*a C Ima*
ceci permet d’en déduire que Ima* = Ima*a

D’autre part puique a*a est diagonalisable ,

S

E = P EN)doncE=ker(a*a)® [P EON)]
Aesp(a*a) i=1
en particulier dim £ = dim(ker(a*a)) + dim@E()\i)
i=1

( le noyau pouvant étre nul si r = n)
On remarque que

Vi € [[1,s]], E(\;) C Im(a*a) car siy € E(\;), y = a(5-y).

i

Ainsi é E(X\;) C Im(a*a)

=1

S
d’autre part, a ’'aide du théoréme du rang on obtient rang(a*a) = dim @ E(X;)
i=1

donc é E(\;) =Im(a*a)

i=1

d) Prouver lezistence d’une base orthonormée (e) = (ef,...,e,) de E et de
. . [Py — 20—
scalaires py, .., b, avec p; # 0 pour i < r tels que a*a(’e;) = pi'e; pour
tout i € {1,..,n}. Pour toute base orthonormée (e) vérifiant ces pro-
priétés, que valent les p,; si @ > r?

a*a est diagonalisable dans une base orthonormée (e) de E. Ordonnons les
vecteurs de (e) de telle sorte que les r premiéres valeurs propres soient
non nulles et les n — r suivantes sont nulles.



Tout d’abord on remarque a*a € ST(E) car Vo € E,(z | a*a(x)) = (a(z) |
a(z)) >0

Donc toutes les valeurs propres de a*a sont positives ou nulles. On peut
donc affirmer que les r premieres valeurs propres de a*a peuvent s’écrire
ui, ..., w2 avec p; # 0. et les n — r dernieres p? avec u; = 0.

D’autre part si (e) est une base qui vérifie ces propriétés , on a nécéssairement
, en comptabilisant les valeurs propres non nulles de a*a comme 2, ..., u2
,2tous les p; qui sont nuls lorsque 7 > r .

e) La base (e) étant choisie comme dans la question précédente, prouver
- — —
Uexistence d’une base orthonormée (f) = (f1, fa, .., fn) telle que a(e;) =

- .
w; fi pour tout i.

Posons pour tout ¢ € {1,..,r}, E} = ia(e—{). Vi, j € {1, ..,7"}2 ,

(fil £;) = Mfﬂj (@(&) | (&) M;jw—; | wa(e) = (@ 113

done (fi | f) =0sii#jet (fi|fi)=1
— — —
On peut alors completer (f1, fa,.., f-) en une base orthonormée de de F.

1.B.2 Soit a € L(E),a # 0, déduire de la question précédente lexistence de
u € O(E) tel que ua € ST(E), et Tr(ua) >0

Considérons Papplication linéaire u définie par: Vi € {1,..,n}, u(f;) =e;

u transformant une base orthonormée en une base orthonormée est donc un
automorphisme orthogonal de F.

D’autre part Vi € {1,..,n},ua(e;) =
able dans la base orthonormée (e
positives ou nulles, donc ua € S*(

wu(fi) = p; e donc ua est diagonalis-
), et

U
et ses valeurs propres p, sont toutes

enfin Tr(ua) = > p; > 0 car au moins I'un des p; est strictement positifs

1.C Soit H un hyperplan de L(E) et a un élément de H*.

1.C.1) La base (e) de E étant toujours choisie comme dans la question I.B.1.d,
prouver lexistence de h € O(E) tel que, pour tout i € {1,2,..,n},ha(e€;) €
Vect(e;)©.

Supposons n > 2. Soit h ’endomorphisme de £ défini par Vi € {1,..,n — 1},
— —
h(fi) = eiri et h(fn) = e

h € O(FE) puisque 'image de la base (f) par h est une base orthonormée de E.



On a alors pour tout i, ha(e;) = h(uif) = p,er avec k # i donc ha(e;) €
Vect(e;)©

1.C.2) Montrer que H contient au moins un automorphisme orthogonal.

H est un hyperplan de £(FE), donc de dimension n? — 1. Soit a # 0 € L(E) tel
que vect(a)t = H et soit h définit comme & la question précédente. On a
alors << h*,a >>= Tr(ha)

or Tr(ha) = S1, (& | ha()) =0

donc h* € vect(a)t =H or h* = h=! € O(E) puisque O(FE) est un groupe.

Partie IT - Cas ou dimE=3

Dans toute cette partie l'espace euclidien E est de dimension 3 et orienté.
On se propose de prouver que tout sous espace de L(E) de dimension 7
contient au moins une rotation.

ILA - Si k € E est un vecteur unitaire et si § € R, on note p le projecteur
— -
orthogonal d’image Vect( k), wy Uendomorphisme T kAT et Ty %

la rotation d’angle 0 autour de .

Soit a € L(E), % un vecteur unitaire et 6 un réel.

I1.A.1) Ezprimer simplement le produit scalaire << a,pp >> a lVaide du
produit scalaire de deux vecteurs de E.

Considérons une base orthonormée (g) de E dont le premier vecteur soit égal
—
ak :

I
o

ainsi si k > 2,p2(97)

II.A.2) Exprimer simplement T, 7 G lUaide de pp et de wp. En déduire la
relation:
— —
<<a,r,w >>=cosTr(a)+(1—cos(9))( k [a( k))+sind << a,wp >>

(1)



on peut écrire Vo € E, v = pp(z) + (v— p3 (7)) avec pp(z) € Vect(
r— pp(7) € Vect(?)o

donc

0.7 (@) =1y 3 (03 (T)+(T' = p3p (7)) = pyp () 1y (2= p3 (7))

-
or on a pour tout vecteur i € Vect( k)OO,

ry () = cos(0) 7 +sinf(k A T)

) +cos(8)(z — pp(T7)) +sinf(

) + sin 6(

(7" — p3 (7))

)

r,=(T) = pp(T T A
= pp (@) +cos(d)(z — pp (T T A

Soit ir, 2 = (1 — cos 9)p? + cos0Id + sin fw>. Remarquons que cette for-
mule peut également s’obtenir matriciellement en écrivant les matrices de

—

pg w3 T, 3 dans une base orthonormée dont le troisieme vecteur est &,

k"o,
0 0 O 0 -1 0 cosf —sinf 0
qui sont respectivement [ O 0 0 |,| 1 O 0 |,| sinf cosf 0
0 0 1 00 O 0 0 1

donc
< <ary, g >>=<<a, (1 —cosO)pp + cosld + sinfwp >>

— —
= (1—cosO)(k |a(k))+cosd << Id,a>>+sinf << a,wp >>
enfin << Id,a >>= Tr(a), d’ou la formule demandée.

I1.A.3) Que devient cette relation (1) lorsque a € S(E),lorsque a € A(E)?

wp € A(_E}) . en effet V(7 ,Y) € Ei (7 | wp (W) = (_?: | ?/\7) =
[?,57] et (wp(@) | V) =(kAT |Y)=[Y,k,7]=—(7|
w (7))

ou [.,.,.] désigne le produit mixte

donc si a € S(F) << a,w >>=0 .d’apres LA.3
la relation devient donc

-
k

<<ar, 5 >>=cos0Te(a) + (1 - cos(0)) (K | a(k))



si a€ A(E),Tr(a)=0car Ve € E,(z | a(z)) = (—a(z) |2) =0
d’autre part (? | a(?)) = (—a(?), ?) =0
la relation devient donc

<<a,r, g >>= sinf << a,wp >>

I1.B - Dans cette section s € ST(E) est un endomorphisme symétrique positif
de rang < 2 et de trace égale a 1 et v est un endomorphisme non nul de
E, mais de trace nulle. On pose V =Vect(s,v)" et on veut montrer que

VNOT(E) #0.

I1.B.1) Quelle est la dimension de V?

dim(V) =dim(L(F)) — dim(Vect(s,v)) or la famille (s,v) est libre puisque si
as+ v =0, Tr(as+ fr) =0=a donc fv =0 puis =0 car v # 0

donc dim(V) =9 —-2=7

I1.B.2) Soit (¢) = (e, €3, €3) une base orthonormée de E. Pour ¢ = (¢1,€2,€3) €

3 s — — —
{—~1,1}", on note T le vecteur SL1+e22teses

v . Prouver Uidentité

— 8
Z (z: [ s(zl)) = 3

ee{-1,1}3

(@2 | 5(22) = 3 s jerompe sigi (@ | s(€7))

donc

S @ os@y=g XY as(@ls(&)

ee{—1,1}3 EE{—1,1}3’i,j€{1,273}2

1 1

=3 X X @ls@n+g Y. Y es(@ls(@)
ee{—1,1}%i€{1,2,3} e€{—1,1}3 i#j€{1,2,3}2
1 1

=3 X Tre+g > LY esl@ |s@)
e€{-1,1}3 i#j€{1,2,3}2 ec{-1,1}3

_ 8

3

en effet sii # j, et e € {—1,1}° on a D11} €i€j est la somme de 8 réels

correspondant & chacune des 8 triplets (g;,¢;,¢x). le produit €;¢; est égal & 1
dans 4 cas



(1,1,1),(1,1,-1),(-1,-1,1),(=1,-1,—1) et & —1 dans les quatre autres
cas

donc 256{71,1}3 gi€; =0

finalement

ec{-1,1}3

I1.B.3 Dans cette question seulement, on rajoute I’hypothése v symétrique.

a) Prouver l’existence d’une base (e) telle que (zZ | v(zZ)) = 0 pour tout
ee{-1,1}".

puisque v est symétrique , il est possible de considérer une base orthonormée
(e) constituée de vecteurs propres de v. on a alors

@ | w@)= Y el ] s()

i,j€{1,2,3}2
= Y @ INE) = Y (@INE)
i,5€{1,2,3}> i€{1,2,3}

3
Z)‘i =Trv=0
i=1

—
b) Démontrer l’existence d’un vecteur k unitaire vérifiant:

0< (% |s(k)<zet (K |uv(k)=0

en reprenant les notations de la question précédente, il existe 23 = 8 vecteurs

— el tesestesen itai i T
Te = % . tous ces vecteurs sont unitaires puisque ||Z7]| =
ES

=
supposons que pour chacun de ces 8 vecteurs on ait I'inégalité (72 | v(72)) > %

8
37

existe au moins un ¢ € {—1,1}tel que (Z7 | 5(72)) < i

— — . , s . .
dans ce cas (g 138(@c | s(7<)) > 3, ce qui est faux donc néeéssairement il
:

on a de plus (z¢ | s(zZ)) > 0 puisque s € ST(E).

—
—
Posons donc £ = z/.
—
k

On a alors d’apres a) (? |v(k))=0



c) Etablir l'evistence de 0 € [5, 7| tel que r, - €V

On cherche r, — tel que <<r §>>=<r v>>=10

Gk’ Gk’

d’apres 11.A.3) cel_a) revigrgt a cosOTr(s) + (1 — cos(@))(?> | s(?)) = cosf +
(1 —cos(0))(k [ s(k)) =0 (%)

et cosOTr(v) + (1 — cos(é’))(?> | V(?)) =0 (**)

en choisissant &k comme dans b) et puisque Tr(v) = 0, la relation (**) est
vérifiée

il reste alors a choisir 6 de telle sorte que cos 9(—1—1—(? | s(?))) = (? | s(?))

soit N
cosf = (kf(k))_, =14 = 1_>
—1+(k [s(k)) (k [s(k)) -1
— — — —
Rem: (k |s(k))) <4 donc -1+ (k |s(k))#0
la fonction h : t — 1+ 1+ est décroissante, de [0, £] dans [}, 0] : donc puisque
—
1 -1
(? | s(?)) € [0, =] on en déduit que (& | s(k ))_> € [—,0]
3 —1+(k |s(k)) 2

et donc il est possible de trouver un réel § € [%,2F] tel que cosf =

—Lkls(k) (en fait 6 = Arc COS(M))
—14+(k[s(k)) (kls(k))—1

pour cette valeur de 6, on a donc << 7 §>>=<r v >>= 0 et donc

TQ?EV

0, % 0, %

I1.B.4 On décompose maintenant v sous la forme vi+a ou vy est symétrique
—
et a antisymétrique. On choisit ki unitaire tel que

ot (K |vi(k)) =

W =

< (k1 | s(k1)) <

a) Dans la suite on posera pour tout x réel:

sgn(x) = 1si x > 0, — lsinon.

— — = 5
On note (e) = (e1, €3, €3) une base orthonormée de vecteurs propres de s et
l’on pose :
—
k

i =a;e; +bjes +ciezpour i =1,2



—
Démontrer Uexistence d’un vecteur unitaire ko tel que r_ W soit orthogonale

-

a s pour << .>> et que les composantes de ko dans une base de diago-
—

nalisation de s soient de méme signes que celles de kq

Puisque Trs = 1 et rg(s) < 2, 0 est valeur propre de s et la somme des
valeurs propres est égale a 1, et de plus elles sont positives. Organisons
les vecteurs propres de (e) de telle sorte que les valeurs propres associées
soient A\, 1 — A, 0 avec A € [0, 1]

—
soit ko un vecteur unitaire: on a

<<, s >>= cos(m)Tr(s)+(1-cos ) (k2 | s(k2)) = ~1+2((kz | s(k2))

or (ks | $(ks)) = (aser +baes +coe3 | Aazer + (1 — A\)baez) = Aad+ (1— )b

en supposant que |as| = |ba| = % et co = 0,0on a ((k:-; | s(k:-;)) =1 et

donc

<<r_ WS >>=10
- . . .

et de plus ko est bien unitaire

il suffit alors d’ajuster les signes de as et by pour qu’il correspondent a ceux
de a; et de by

nous supposerons quitte a changer k:_l) en son opposé que ¢1 > 0, ainsi sgn(cz) =
sgn(c1)
- . . . -

b) justifier I’existence d’une fonction t — k(t) de [0,1] dans E et d’une fonc-
tion t — 0(t) de [0,1] dans R vérifiant les propriétés suivantes:

% = a(t)e] +b(t)es + c(t)es avec

a(t) = sgn(al)\/Qtag—i—(l—Qt)a% si0<t<1/2,a(l—-t)sil/2<t<1

b(t) = sgn(bl)\/%bg +(1-20)3si0<t<1/2,b(1—t)sil/2<t<1

e(t) = sgn(cl)\/thg—l—(l—Qt)c% si0<t<1/2,e(l—-t)sil/2<t<1
k(t) | s(k()

o) = Arccos(—FWISEM) y oy <19 ar s —psitja<t<t

(k) [ s(k(t)) =1

—
La fonction k(.) est ainsi bien définie sur [0, 1]
eneffet si0 <t <1/2,2ta3+(1-2t)a? > 0etsi1/2 <t < 1,alors 1—t €]0,1/2]

de méme pour b(t) et c(t)

10



—
Remarque pour la suite: la fonction k(.) est également continue sur [0,1] car
a,b, c le sont

en effet ¢ +— a(t) = \/2ta3 + (1 — 2t)a? est continue sur [0, 1/2]
t—a(t) = a(l —t) est continue sur |1/2, 1]

enfin limy, 19+ a(t) = limy 9+ a(l —t) = limp, 1 /2- a(T) = a(1/2)
ainsi a est C sur [0, 1] de méme pour b et ¢

supposons t € [0,1/2]

k(® | s(‘(?) (a(t)& +b()e5 + ()73 | a(t)AET + b(E)(1 - \)e3)
= Aa(t)? + (1 - \)b(t)?
= A2ta2 + (1 —2t)a?) + (1 — \)(2tb2 + (1 — 2t)b?)
= 2t(ky | s(ka) + (1 - 2t)(ky | 5(k1)

— — — —
de plus (k1 | s(k1) € [0, 3] et (kg | s(kg) = 1 donc (k(t) | s(k(t)) est le
— — — —
barycentre de (k2 | s(k2) avec la masse 2t > 0 et de (k1 | s(k1) avec la

masse 1 =2t >0
— — —
done (k(t) | s(k(H) € [(ka | s(k1),1/2] € [0,1/2]
On en déduit que kOsRO) L yarje , lorsque t parcourt
(k(t)|s(k(t))—1 _, (R@)Is(k(t)-1
[0,1/2], dans Vintervalle [—1, -¥11sB1) 1 [_1 0] ( il s’agit méme d'une

(k1s(k1))—1
bijection strictement décroissante )

Ainsi la fonction 0 : t — 6(t) = Arc cos(%%’%) est bien définie et
continue sur [0,1/2]. par définition la fonction 6 est également continue

sur ]1/2,1].

de plus on remarque que 6(1/2) = ar cos(—1) =7, et

tiﬁ%+ 0(t) = t'_1>111r§124r 2r—0(1—t) = T'_l)lir/lr 2n—0(T) =27—0(1/2) = 7w = 0(1/2)

donc la fonction 6 est continue sur [0, 1] et admet le tableau de variation suivant

1/9] ell ; A (kils(k1)  »
e pour ¢ € [0,1/2] elle croit de Arccos CECH =R

(k1 |s(k1))

e pour t €]1/2,1] elle croit de m & 2w — Arccos Gerlo(br)1

11



c) Vérifier que ?(t) est unitaire et que p(t) est orthogonale d s

pour <<,>>.

= Tow), k@

Site [071/2],
- . .
vecteurs k;sont unitaires

—
k(t)H =2t(a3 + b3+ c3) + (1 —2t)(a? + b3 + ¢2) = 1 car les

de plus
< plt),s >> = cos(8(t)) + (1 — cos(B(t)) (k(t) | s(k(2)))
< < pt),s >>=cos(8(t)(1 — (k(t) | s(k(1)) + (k(t) | s(k(t))
< <plt) s >o= EDLSFO) G | k@) + RE | s(:5))
(k(t) | sCk(2)) — 1

d) Montrer que la fonction t —<< p(t),v >> de [0,1] dans R est continue.
Etudier les signes de << p(0),v >> et de << p(1),v >> et prou-
ver qu’il existe t tel que p(t) € V

Par hypotheses, v = v; + a avec v symétrique et a antisymétrique . On a
donc

Tr(v)=0=Tr(v1)+Tr(a) =0 or Tr(a) =0 donc Tr(v1) =0

< < p(t), v >>=<< p(t),v1 + a >>=<< p(t),v1 >> + << p(t),a >>
< < p(t),r>>= (1 —cos(8(t)) (k) | v1 (kD)) +sin(8(t)) << a,w—s >>

k(t)
or la fonction 0 et la fonction k sont continues sur [0,1] d’apres b)
5 . . _ 3 —_= — .
lapplication ¢ —<< a,w——= >>= —> (k(t) Aa(e;) | &) est elle aussi

k()
continue sur [0, 1] puisque 'application @ — 7 A ¥ est continue sur de
E dans E et I'application @ — (7 | ) est continue de E dans R. donc
t —<< p(t),v >> est continue

de plus - -
= (k| s(k1))
k(0) = k1,9 0) = Arccos — e =
v © ((k1|3(k‘1))—1)
et

—

k(1) = k—f, 0(1) = 2m — Arccos((_(,”_(!g)))

12



< < p(0),r >>= (1 — cos(8(0))(k(0) | v1(k(0))) + sin(6(0)) << a,w—— >>

( }(0)
v =(1- M oy v [y sin a,w—
< <p(0),r>>=(1 L s(h) 1)((k1 | v1(k1)) +sin(0(0)) << a,wi> >>
< < p(0),r >>=5sin(0(0)) << a,wp> >>

et

< p(1),v >>= (1 — cos(0(1)) (k(1) | v1(k(1))) + sin(8(1)) << a,w—s >>

k(1)

< < p(1),v>>=sin(0(1)) << a, Wiy >>= = << p(0),v >>

ainsi << p(0),v >> et << p(1),v >> sont de signes contraire. Par continuité
, il existe donc t € [0,1] tel que << p(t),v >>=10

comme de plus << p(t),s >>= 0 on en déduit que p(t) € V

II.C- Cas général

I1.C.1) En utilisant le résultat de la question I.B.2, prouver que tout sous
espace vectoriel de dimension 7 de L(FE) contient au moins un automor-
phisme orthogonal.

Soit F un sous espace de dimension 7 de £(E), qui est de dimension 9. F'* est
alors de dimension 2.

Montrons qu’il existe dans F+ un endomorphisme de rang 7 tel que 1 < r < 2.

FL = Vect(a,b) avec a,b # 0 et libres. Si b n’est pas bijectif , rang(b) < 2 et
rang(b) > 1, sinon soit ¢ = —a + \b

det(c) = det(b)det(—b"ta + AI), or 'endomorphisme b~'a de E admet au
moins une valeur propre ( l'espace est de dimension 3 et tout polynome
de degré 3 admet au moins une racine réelle) donc il existe A € R tel que
det(—b~1ta + M) = 0 = det(c) et donc rang(c) < 2 avec ¢ € F*. de plus
¢ # 0 puisque la famille a, b est libre

d’apres 1.B.2, il existe u € O(E) tel que s’ = uc € ST(E) et Tr(s") >0
On a alors F = [Vect(u™ts',b)]* = [Vect(u™ts',u=tub)]*

remarquons que pour tout a,b, << a,b >>= Tr(a*b) = Tr(a*u*ub) =<<
ua, ub >>

or

z € Foe<<zuld>>=<<zutub>>=0
& <<uz s >>=<<uz,ub>>=0c uz € [Vect(s', ub)]*
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notons que rang(s’) = rang(uc) = rang(c) = 2

posons s = ﬁs,)s’. s est de méme rang que s, de trace égale & 1 et s €

SH(E)

Vect(s',ub) = Vect(s,ub) = Vect(s,ub— Tr(ub)s)

posons v = ub — Tr(ub)s. v #0 et Tr(v) =0
On est ainsi ramené & I1.B: Il existe donc une rotation p telle que p € Vect(s, 1/)i
donc p € Vect(s',ub)*t. Soit z = u~1p

on a uz € Vect(s',ub)t donc z € F. Or z est bien un élément du groupe
orthogonal comme composé de deux automorphismes orthogonaux.

II.C.2) Un sous-espace vectoriel de dimension 6 de L(E) contient-il toujours
un automorphisme de E

Non , il suffit pour le prouver de considérer le sous-espace de L(E) constitué
des endomorphismes f de E de matrice M dans la base canonique: M =

a b 0
c d 0 | avec (a,b,c,d,e, f) € RS.
e f O

Il s’agit bien d’un sous espace vectoriel de L(E) de dimension 6 , engendré
par les endomorphismes de matrices canoniques E; ; avec i € {1,2,3} et
j € {1,2}. Dans ce sous espace il n’existe aucun automorphisme puisque
pour tout (a,b,c,d, e, f) € RS det(f) = det(M) = 0.
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