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CC INP Mathématiques 1 MP (corrigé par Hugues
Blanchard et Simon Billouet)

Partie 1 : Développement ternaire

1. Montrons que £* est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel des suites réelles RY :

— On a tout d’abord ¢ c RY;

— La suite nulle étant bornée, elle appartient bien a £°°;

— Siu = (up)nen+ €t v = (Vn)nen+ sont deux suites de £°°, bornées respectivement
par M, et M, et A\, u deux réels, 'inégalité triangulaire nous apprend que, pour
tout n € N :

[ Ay, + pvn| < [AMy, + |p|M,
ce qui montre que Au + v est bornée, donc dans £°°.
Ainsi, par caractérisation des sous-espaces vectoriels, £°° est un sous-espace vectoriel de
RN, donc un espace vectoriel réel.
Montrons maintenant que u + ||u|| est une norme sur £ :
— Caractére bien défini : si u € £°°,

{|un|, n e N*}
est une partie non vide (elle contient |u;|) et majorée (puisque u est bornée) de R,
donc par propriété de la borne supérieure, ||u|| existe.

— Séparation : si u € £ est telle que ||u|| = 0, cela veut dire que sup |u,| = 0, donc
neN*
que 0 majore tous les |uy|, qui sont des nombres positifs. On a donc :

Vn e N Ju,| =0
et par suite, u est la suite nulle.
— Inégalité triangulaire : soit u,v € £*°. On a alors, pour tout n € N* :
o+ il < Jinl o] < [l + o]
donc la quantité ||u||+ ||v|| est un majorant de tous les nombres |uy, + vy |, et elle est
donc plus grande que le plus petit desdits majorants, a savoir ||u + v||. On a donc
bien :
[[u+ vl < flull + f|v]
— Homogénéité : soit A€ Ret u € £, Si A =0, on a ||\u|| = 0 = 0||u||. Supposons
maintenant A # 0. On a alors, pour tout n € N* :
[Aun| = [Allun| < [Allfu]
De ce fait, [[Aul| < |[A[[|u. Par ailleurs, on a u = §(Au), donc :
1

Jull = 1500l < 57l
et donc
[[Au]| < Alfull
On conclut donc a 1’égalité
[[Aull = [A[fJu]

ce qui conclut la preuve.
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2. Soit u = (up)nen+ € £°°, bornée par M. Alors, on a

U M
3n 3"
par croissances comparées. Or, % est le terme général d’une série convergente (série

géométrique de raison dans |0;1[); par comparaison de séries a termes positifs, la série
ené n Vv Vv .
de terme général u,, converge donc absolument, donc converge

3. Montrons tout d’abord que o est bien une forme linéaire sur £°°. ¢ est bien & valeurs
dans R. Par ailleurs, soit © = (up)nen+, v = (Vn)nen+ € €° et A, € R. On a alors

= ()\Un + /“}n) = Un, = Un
U(/\U‘HW)ZZT:/\ 237 + 237 = Ao(u) + po(v)

par linéarité de la somme d’une série (notons que cette égalité est justifice par le fait
que toutes les séries qui interviennent convergent bien d’aprés la question précédente).
Ainsi, o est linéaire, et o est donc bien une forme linéaire.

7 7

Montrons maintenant que o est continue. Soit u = (uy,)pen+ € £°°. Soit N € N*. Alors :

N
DL I (z;) Jul

n=1

Le terme de gauche de cette inégalité converge vers | o(u) |, celui de droite converge
également car la série de terme général % converge, pour les mémes raisons qu’a la
question 2. Par conséquent, on peut passer a la limite lorsque N — —+o0, et :

+o00 1
o) | < (Z 3> Jul

n=1

et d’aprés une caractérisation de la continuité des applications linéaires, cela montre que
o est une forme linéaire continue sur £°°.

4. Soit t = (tp)nen+ € T. Notamment, pour tout n € N*,0 < é—z < 3%, donc

00 9
0<o(t) <

< -
3n
n=1

et cette derniére somme de série vaut 1 car, pour N € N*,
N
2 1-3°N
Y2 oolmi
3n 2
n=1

Donc o(t) € [0;1].
5. On a
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et
Z ~2 2_1
3 3" 3 3
Notamment, I'application ¢ n’est pas mJectlve sur T.

. Il s’agit de montrer que t(x) est a valeurs dans {0, 1, 2}. Notons que pour tout n € N*, ¢,,(z)
est un entier relatif comme différence d’entiers relatifs. Par ailleurs, pour n € N*, on a

3 —1< |3"z] < 3"z

et
3l 1< L3”*1xJ <3 g

d’out (& chaque fois on somme une inégalité large et une inégalité stricte, donc on a bien
une inégalité stricte)

3"z —1-33""12)=-1<t,(2) <3z -33"1z—-1)=3

Et puisque t,(x) est entier, on a bien ¢,(x) € {0, 1,2}. Donc t(x) € T.
. Tout d’abord, y, — z, = 3% — 0. De plus, pour n > 2,

3] 3" ] ta(a)
3n 3n—1 3n

Tn — Tp—-1 = =0

donc (z,,)nen+ est croissante, et, pour n > 2,

to(x) 1 1 tn(x) — 2
g T3 g1 = ge SO

Yn — Yn—-1 =

donc (yn)nen+ est décroissante. Ainsi, les suites (zp)nen+ €t (Yn)nen+ sont adjacentes.
Puisqu’on a ’encadrement, valable pour tout n € N* :

3" —1< |3"x] <3z

on a donc 1
et par théoréme d’encadrement, (x,)nen+ converge donc vers x, et (yn)nen+ de méme
puisque (Zp)nen+ €t (Yn)nen+ sont adjacentes. Par ailleurs, pour N € N* :

N N
tn(x 3x
E n3(n) = + § n3+nl+1 = J — |z |+ E (Tng41—%n) = 21—04+2N41—21 = TN41
n=1

3

n=1
En faisant tendre N vers +oo, on obtient donc :
“+oo

th(z)
Z 3n =7

n=1
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8. En appliquant la formule donnée par I'énoncé! :
def flotVersTern(n,x):
T=[]
for k in range(l,n+1):
T.append (int (3*xk*x) -3*int (3**(k-1)*x))
return T

+00
tn(x
9. 1l suffit ici de calculer la somme Z n3(n ) sachant que les derniers termes sont nuls :

n=1
def ternVersFlot(l):
x=0
for k in range(len(1l)):
x+=1[k]/3**(k+1)
return x

10. C’est un simple test :

def ajout(l):

s5=0

for k in 1:
s+=k

if s%2==0:
1.append(-1)

else:
1.append(-2)

return 1

De méme pour verif :

def verif(l):

s=0

for k in range(len(1l)-1):
s+=1[k]

if s%2==0 and 1[-1]==-1:
return True

if s%2==1 and 1[-1]==-2:
return True

return False

On pouvait aussi remarquer que c’est correct si la somme de tous les termes est impaire :

1. Notons ici qu’il y a un probléme de précision : les flottants ont une précision maximale, et I’entier peut
quant a lui étre arbitrairement grand. La fonction proposée ne peut structurellement qu’étre une approximation
de la représentation ternaire.
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def verif(1l):
if 1[-1]!'=-1 and 1[-1]!'=-2:
return False
return sum(l)%2==

Partie 2 : Etude d’une fonction définie par une série

11. Not fa: R = R
. Notons g .
T 1+5§1L(naz)
— Les f, sont de classe C' comme composition, somme et quotient de fonctions de
classe C!.

12.

. . . 2
— Comme sin varie entre -1 et 1, || fy]loc = 2. Par ailleurs, E 3n converge (cest
n=1

une série géométrique de raison %) Donc E fn converge normalement, donc sim-
n=1
plement, sur R.

— Pour tout z € R, f/(z) = %ﬁm) donc [|fllec = 35 Or, g = o(#) par crois-

sance comparée. Comme Z — est une série positive et convergente (c’est une sé-
n=1
rie de Riemann d’exposant strictement plus grand que 1), par comparaison, Z ﬁn
n=1 3
converge. Donc Z f converge normalement, donc uniformément, sur R.
n=1

D’aprés le théoréme de dérivation d’une série, ¢ est donc bien définie sur R et est de
classe C!.

Notons que, pour tout z € R :

3"”L
e mx

n

De méme que dans la question 2, la série de fonctions = — E converge donc

n=1
simplement. Notamment, sa partie imaginaire converge simplement. Soit maintenant

z € R (fixé pour le reste de la question) :

X gine = eln® = sin(nx)

n=1 n=1

D’autre part, par le méme calcul qu’a la question 4,

=¥
3n 9

n=1

On obtient donc bien
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13.

14.

(2) = i’f 1 n Ji:’o sin(nz) 1 Tm i’f oine
’ - n=1 3" n=1 3" - 2 n=1 3"

Enfin, par somme d’une série géométrique convergente et de raison différente de 1 :

"i’feinm B eix B ei:c (1_e;i$> B 3eim_1
n=1 3" 3 (1 — e;) 3 <<1 _ COSE)’(OE))2 + sin29(a:)> 10 — 6COS(1‘)

On obtient donc :
1 3sin(z)

— + - 7

2 10 — 6cos(x)

La question 11 nous a permis de vérifier le théoréme de dérivation d’une série de fonctions
terme & terme. Ainsi, pour tout x € R :

Ve e R, o(z)=

—+00

b n cos(nx)
pla)=) —5
n=1
D’autre part, en dérivant & vue I’expression obtenue a la question précédente, on trouve

que, pour x € R :

o 3cos(x)(10 — 6cos(x)) — 3sin(w)6sin(z)  —18 + 30 cos(z
@) = (10 — 6 cos(x))? = (10 — 6cos(2))?

On en déduit donc que, pour z € R :

—+00

Z ncos(nx)  —18 + 30cos(x

e (10 — 6 cos(x))?

On a montré en question 11 que Z fn converge normalement sur R. Cette série converge
n>1

donc uniformément. Par ailleurs, les f,,, étant de classe C! sur R, sont notamment conti-

nues sur [0, 77]. Par théoréme d’intégration d’une série terme a terme :

[ (Ene) a3 ([ niorer)

donc
x /4o +oo m™  +oo -1
B x  cos(nz)|” T (=) +1
[ (Sn) an= 35 [ - ) 5 (24 G
n=1 n=1 n=1
X R 7
Or, = T =3 d’aprés la question 12, donc :
n=1 n=1
T : IS 1 lis +o0 —1
-5 1 -1H" 1
/‘Sm@)dx:/‘ﬂ@2d$:/)ﬂ@dx—wz GV 41
o 10 —6cos(x) 0 3 3 Jo 6 n3ntl
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400 —1
—1)»
Enfin, par développement en série entiére, on a, pour tout x €]—1,1[, In(1 4+ z) = Z (=1)
n=1
donc
T S 1 1 1 1
/ i@ (e Cm (1o L)) = 2
o 10— 6cos(x) 3 3 3 3
15. Avec le changement de variable (licite, car de classe C!) v= COS(m.) , on obtient
du = —sin(z) dz
que

™ sin(z) -1 1 |
e G R P du = |>1In(10 — — ZIn(2
/0 10 — 6 cos(z) /1 10— 6u " [6 n(10 Gu)]l 5 n(2)

Partie 3 : Développements ternaires aléatoires

16. Par construction, pour tout n > 1 et pour tout N > 2, T, x est une variable aléatoire
finie, donc Xy est une variable aléatoire finie comme somme (finie!) de telles variables
aléatoires. Xy admet donc une espérance et une variance. Notons que

1 1 2 3
E(Tn,N):N.O+N.1+(1—N>2:2_N

Donc, par linéarité de I’espérance,

N

E(T,x) 3\ 11—k
EXy) =Y — N (g2
() =2 3n < N>31—

Et finalement :

Par ailleurs, comme les T, N sont mutuellement indépendants, d’apreés le lemme des

. T .
coalitions, les é‘,;N le sont aussi. Donc

Donc

On a donc
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Finalement :

oN_1/5 9
VXN) = v <NN2>

17. Puisque Xy admet une variance (d’aprés la question 16), I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
s’applique, et

VXy) N—-1/5 9

0< P(Xy—B(Xx)| > o)< VN ST (2 9
L’inégalité de gauche étant due au fait qu’une probabilité est & valeurs dans [0, 1]. Le
terme de droite tend vers 0 (c’est le produit de SE).IS\)IT_;?’ qui est convergent donc borné, et
d’une suite qui tend vers 0 comme différence de deux telles suites), donc, par encadre-
ment :

| ) o
im P(Xy — B(Xy)| > £) =0

18. La quantité |E(Xx)— 1| est une constante ; donc P (|E(Xx) — 1] > £) ne peut valoir que
0 ou 1. Distinguons deux cas :

— Si |[E(Xn) — 1| = §, alors

P (\E(XN) TS g) —1

et on a alors bien (puisqu’une probabilité est majorée par 1)
€ €
P(Xy -1 >¢) <P (yXN ~E(Xy)| > 5) P (yE(XN) 1> 5)

— Si [E(Xn) — 1| < §, alors

p (|E(XN) 1> %) ~0

Supposons que | Xy — 1| > . On a alors (par inégalité triangulaire)

g
e < |Xn—1] = [XNn—E(XN)+E(XN)-1| < [Xn—E(Xn)[+EXN)—1| < |XN_E(XN)H’§

donc
Xy — E(XN)[ =

| ™

On a montré U'inclusion d’événements
€
(Xn =112 ) € (1Xx — B(Xx)| > 5)

et par croissance des probabilités, on a donc

P(Xn—1| > ¢) <P <\XN _E(Xy)| = %) P (ny ~E(Xy)| = §)+P (\E(XN) TS g)
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: . N_ . . .
Soit € > 0; puisque E(X,,) = (2 — %) 32.3N1 N_>—+>oo 1, on a, A partir d’'un certain
rang,

E(X) -1 < 5

et donc, a partir d’un tel rang,
€
p (|E(Xn) 1> 5) —0
Par ailleurs, d’apres la question 17, on a

9
. _ >7 —
i P (s~ 0001 > 5) =0

Puisque P(|Xx — 1] > €) est une suite positive majorée par une suite tendant vers
0, par encadrement, on en déduit finalement que

lim P(|Xy—1]>¢) =
N> oo (Ky—1>e)=0
Partie 4 : Fonction de Cantor-Lebesgue

19. On a :
Vo € [07 ]_],fo(l‘) =T

D’ot 'on déduit que :

Va € [O,l], fi(z) =3z
voe L3l A =)
V:I:E[g,l],fl(:z:):%x—%
puis que L 0
e i Rt
T E |5,5!, J2l&) =3
Vxe[%,g],fg(m):jgix—i
\V/CCE]g,g[,fQ(CL‘):é
Vxe[g,g],fg(x):zx—l
Vxe]gag[’fﬂx):%
V.Q?E[g,l[,fg(.’r):%l‘—%

On en déduit les graphiques respectifs de fo, f1 et fa :
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20. Le programme se déduit directement de la définition :

def cantor(n,x):
if n ==
return x
if x <=1/ 3:
return cantor( n - 1, 3 *x x) / 2

if x >= 2 / 3:
return cantor( n - 1, 3 *xx - 2) / 2+ 1 /2

return 1 / 2

21. Montrons que la propriété :
P(n) Vo € [0,1], | fa1 (@) — fu(2)] < gxgmer

est vraie pour tout n > 0.

— Tout d’abord :
e Six e [0;%}, alors
x 1
_ — 2 <z
i) = folw) = 5 < 5
x

° Sixe]%;%[, alors |f1(l’)—f0(l‘)‘:‘x—%_
i)~ ol =z -5 <2 -5 =2
D’autre part, si x < %, on a
1
|f1<x)_f0(l')’:§—x§§—gf
e Six e [%;1},alors

1 3xr — 2 1 1 1
me—mmn=&+ﬂg —4=2u_u:2a_@<20f3):6

donc Z(0) est vraie.

— P(n) = Z(n+1) : Soit n € N; supposons Z(n) vraie. Alors :

e Six e [O;é}ﬁﬂors
1 1

1 1
[ frt2(2) = fas1 (@) = Sl fan B2) = fnB2)] < 5355057 = 35nr

[, alors

wino

o Six E] %;
|fn+2(x) - fn+1(x)] =0

e Sixe [%;1},alors
1 1 1

[frt2(2) = fry1(z)] = %'f”“(gm =2 = B =< g3 ot = 3 g
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22.

23.

donc Z(n + 1) est vraie.

— Conclusion :d’aprés le principe de récurrence, on a bien : Vn € N, Z(n).

La série de terme général ﬁ converge en tant que série géométrique de raison dans

]0;1[. D’apres la question précédente, la série de fonctions > (fn+1 — fn) converge donc
normalement sur [0, 1], donc uniformément sur [0,1]. Par lien suite-série, la suite de
fonctions (fr, — fo),ey converge donc uniformément sur [0, 1], et il en va donc de méme
pour (fn)neN-

Montrons que la propriété &?(n) : f, est continue et croissante sur [0,1], f,(0) = 0 et
fn(1) =1 est vraie pour tout n € N.

— 2(0) est vraie car fy = Id qui est bien continue, croissante sur [0, 1], et vaut bien
OenOetlenl.

— P(n) = Z(n+1) : soit n € N, supposons & (n). Alors fn4+1 est continue sur
[O; %] ,] % ; % [et [% ; 1] comme somme, quotient et composition de fonctions conti-
nues. Par ailleurs,

fn+1 <;> = hmﬁ fn+1(x) = lim fn(;x) = fnz(l) = ; = hm+ fn-i-l(x)

1 1- 1
T3 T3 T3

donc fn4+1 est continue en % On montre de la méme maniére que f,41 est continue

en 2. Donc fn41 est continue sur [0, 1].

Comme composée de fonctions croissantes, f,11 est également croissante sur chacun

des intervalles [O; %] et [% ; 1], et elle est constante donc croissante sur [% ; %]
Comme cette croissance a lieu sur chaque intervalle fermé, on peut « recoller »
cette croissance sur tout [0,1] (par exemple si € [0; %] et y € [% ;1], on a
fo1(@) < fri1 (3) < far1 (3) < far1(v)).
Enfin, foi1(0) = 230 —get f,4(1) = 1 + 232122 — g,

— Conclusion : par principe de récurrence, Z(n) est donc vraie pour tout n € N.

Puisque pour tout n € N et pour tout z € [0,1], on a
0< fulz) <1

En passant a la limite en n, on trouve que pour tout = € [0,1] :
0<fz) <1

La fonction f est donc bien a valeurs dans [0, 1]. Par ailleurs; si 0 < z < y < 1, on a
pour tout n € N :

et 14 encore, en passant & la limite en n, on obtient

flz) < fy)

La fonction f est donc croissante, et en passant a la limite dans les égalités f,,(0) = 0 et
fn(1) =1, on obtient f(0) =0et f(1) = 1. Puisque f est la limite uniforme d’une suite
de fonctions continues sur [0, 1], elle est elle-méme continue sur [0,1]. Enfin, d’apreés le
théoréme des valeurs intermédiaires, f ([0;1]) est un intervalle contenant f(0) = 0 et
f(1) =1, donc il contient [0;1], et f est donc surjective.



