CCP MP MATHS 1, Mai 2012

Exercice 1 : Normes équivalentes

1. Soit f dans E. f est de classe C! sur I = [0,1], donc |f’| est continue sur I, et donc ||f|| a bien un sens.
1 1
*\f,g € E, |f+gl = |(f+g)(0)|+/0 \(f + 9 (8)] dt < 1£(0)] + |g(0) +/0 PO+ 190 dt = (171 + gl
1 1
“Vf e BYAE R, M = AFO)] + / (MY (B de = A 1£0)] + A / PO de = A [1£]
“Vfe B, |f] >0

1
*VieE, |fll=0=]f(0)]=0et / |f/(t)] dt = 0 car ces 2 nombres sont positifs et de somme nulle. Or |f’|
0

est continue et positive et d’intégrale nulle, donc ' =0, i.e. f est constante. Or f(0) = 0, donc f est nulle.
I || est bien une norme sur E.

2. (i.) Ny et Ny sont des normes équivalentes sur E si et seulement si

Ja > 0,3b > 0 tq Vu € E, aN1(u) < Na(u) < bNy(u)

(i) vf € B, 17l = |fo0)| +2 [ 171 < alro]+2 [ 171 =201
De meme | /] = 2170) + [ 171 <2170)]+4 [ 17| = 2]17] Bt donc

1
VfeE, 3 £l < If]l" < 2]|f|l- Les normes sont équivalentes.

1
3. Prenons la norme sur E définie par ||f]|; = / |f(t)] dt, et considérons la suite (f,,) de fonctions de E définie
0

par Vz € R, f,(z) = z™.
1 1

1
”fn”l = / t"dt = ma qui converge vers 0 et ||fn|| = O+2/ f,:l(t)dt = 2(fn(1) - fn(o)) =2

0 0
Il n’existe donc pas de réel a > 0 tel que Vf € E, a | f|| < | f]|;, ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 2 : Continuité d’une fonction définie par une intégrale

1. Cours :
Vo € I,t — g(x,t) est intégrable sur J
vVt € J, x — g(x,t) est continue sur [
dp € CM(J,RT) tq Vx € IVt € J, |g(z,t)] < p(t)
avec @ intégrable sur J

=f:x— / g(z,t)dt est continue sur 1.
J

t t
2. Soit g : R x [0, +00[— R définie par g(x,t) = %nt(;)
YVt > 0,2 — g(z,t) est continue sur R.
1
Vo e R, |g(z,t)| < ﬁ Or la fonction t — T e est intégrable sur [0, +oo].

On en déduit que Vo € R, t — g(z,t) est intégrable sur [0,4+o00] (majorée en valeur absolue par une fonction
T

intégrable) et que I'hypothése de domination est satisfaite avec la fonction ¢ : ¢ — m

Alors, par le théoréme cité au dessus, la fonction f; est continue sur R



M
3. V(z,t) € R2, ze™® > 0. VM > 0, / ze "dt = [—e "M, =1 — e ™. Et en faisant tendre M vers +oo on

0
obtient : Yz > 0, fa(z) =1 et f2(0) =0.
La fonction fy n’est pas continue en 0, donc pas continue sur [0, +00].

On vérifie ainsi que, sans I’hypothése de domination, le théoréme est faux : la fonction f de I'introduction peut
ne pas étre continue sur I.

Exercice 3 : Une intégrale curviligne

On paramétre le cercle v par x = cost, y = sint t € [0, 27].

o 2 27
On obtient alors [/ - +yy2 dz + = f_ 7 dy = /0 [(—sint)(—sint) + cost(cost)]dt = /0 1dt

y x
dx + dy = 2m.
/7 2%+ y? z? + y?

On vérifie facilement que la forme différentielle est fermée, mais son intégrale sur le cercle fermé n’étant pas nulle, on
prouve ainsi qu’elle n’est pas exacte.

Le théoréme de Grenn-Riemann n’est pas applicable, car la forme différentielle n’est pas de classe C' sur un ouvert
contenant le disque fermé : elle n’est pas définie ni prolongeable par continuité en 0.

Probléme : Comparaison de convergences

Partie I

1. (a.)La série de fonctions E fn converge normalement sur I si et seulement si la série numérique E I foll oo

converge sur R, ou || f||, = Sup{|f(x)| /z € I}, appelée norme de la convergence uniforme.
( pour que cette définition ait un sens, il faut que les fonctions soient bornées sur I, de maniére & pouwvoir parler
de la norme infinie)

(b.) Ve eI, 0 < |fn(z)] < || fnllo et par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit que si Z fn con-

verge normalement, alors pour tout x de I, la série g | fn(z)| converge, i.e. la série g fn converge absolument

+oo +oo
2. Pour z dans I notons R, (z) = Z fr(x). Alors |R,(x)] < Z | frllo- La série an convergeant normale-
k=n-+1 k=n+1
+oo
ment, la suite ( Z I fk”oo) converge vers 0 indépendamment de x, ce qui prouve que la suite des restes
k=n-+1 n

(Ry(x))y converge uniformément vers 0 sur I, i.e. la série E fn converge uniformément sur I.

2
1

3. Pour z fixé dans I = [0,1], | fn(z)| = L4 2 et donc la suite (|fn(x)]),, décroit et converge vers 0. Le CSSA est
n_n

applicable, ce qui prouve que la série Z fn converge simplement sur I = [0, 1].

2 1 1 1
Le CSSA nous dit que, pour tout = de I, |Ry,(z)| < |frv1(z)| = (nfril)Q + < CESIE +
1
lim CEE + —= 0 donc la suite (R, (z))nen+ converge uniformément vers 0, c’est & dire la série Z fn converge

uniformément sur I = [0, 1].

T 1 T 1
Enfin, pour z fixé, |f,(z)| = 3 + e La série Z —3 couverge (série de Riemann) mais la série Z - diverge

(série harmonique), et donc la série Z | fn(z)| diverge, i.e. la série Z fn ne converge pas absolument sur I.



4. Considérons la fonction f,, définie sur I = [0,1] par f,(x) = ™. Pour z dans I, la série Z |fn(z)] = Zaz"

converge vers ¢ Cette série Z fn converge absolument sur I = [0, 1].

_Z‘.

too too n+1
Alors R, (z) = Z fu(z) = Z = f . Montrons que cette suite de fonctions (R, (x)) ne converge pas
k=n+1 k=n+1 -
_ 1 1\ " 11y
uniformément vers 0. En effet R,(1— —) =n(1l—-— = netDA=3) + — qui tend vers +oo avec
n n e

n. Donc la suite (R,,) ne converge pas uniformément vers 0, et ainsi la série E frn est une série qui converge
absolument sur I = [0, 1[ mais qui ne converge pas uniformément sur I.

Partie 11

. La suite («,) décroit et est positive, donc Vn, 0 < a,, < ap. La suite (ay,), est donc bornée.

Soit « € I. La série Z x™ converge (série géométrique de raison x avec 0 < z < 1) et donc la série Z ap(l—z)x"
converge (linéarité).

Vn>21l,Veel, 0<aa™(l—2a) <ap(l—x)z™ Ainsi, par comparaison de séries a termes positifs, on conclut
que la série Z fn converge simplement sur I.

(@) Vo el, fi(z) = ap(nz™ !t — (n+ 1)2") = ap,z” Y (n — 2(n + 1)). En construisant le tableau de variations

de f,, on établit que la fonction f, positive admet sur I un maximum (absolu) au point p—— qui vaut
n

n n" n"
o) = o Pove Ml = oGy
o n n+1
b. Wl = = .
0 Wl =22 (27)

n+1 n+1
1
Or ( :L-l) = <1 - ) = mHMA=75) et (n+ 1) In(1 — 71) ~ (n+ 1)(—71;) ~ —1. Done
n

’I’L+ 1 n+1 n+1
n n+1
lim ( ) =e L
n+1

Ainsi, || fullo, ~ — ; de plus || fn|| = 0 et donc, par comparaison de séries positives,
ne

n converge <—> % converge.
I folloo g - g

too n+1
k_ T
. (a) g T T
k=n+1

(b.) On sait que la suite (a,) décroit. Donc pour k = n+ 1, ap < apt1-
Alors Yk > n+ 1, apz®(1 — 2) < any1(1 — )2, et donc par inégalités sur les séries convergentes,

too too 1l
1
0< Z ak:ck(l —z) < apy1(l —2x) Z k= an+1(1 —x) 17— 12" < apg.
k=n+1 k=n+1
+oo
La suite des restes R, (z) = Z akxk(l — x) est donc positive et majorée par une suite qui ne dépend pas de
k=n-+1

x et qui converge vers 0 , ce qui prouve que la série g fn converge uniformément.

(c.) La suite (o) décroit et est minorée par 0, donc elle converge vers une limite positive ou nulle. Si cette

limite ¢ est non nulle, alors pour tout n, o, = ¢ > 0.
+o0

o0
Dans ces conditions pour tout x dans I, R, (z) = Z (1 —z) > 001 — x) Z ok = gzt
k=n-+1 k=n-+1



Mais alors, R, (1 + %ﬂ) > (1 - n%rl)”“ qui converge vers — (voir question 6.a. )donc ne converge pas vers
e

0, c’est a dire que la suite des restes ne converge pas uniformément vers la fonction nulle, ce qui contredit
I’hypothése.

Donc E fn converge uniformément sur I, si et seulement si la suite (o, ),>1 converge vers 0.

1 « 1
. (a.) Avec a,, = —, la question 6.b. montre que la série Z fn converge normalement (car —- = — et la série
n n n

1
Z — converge)

(b.) 1l suffit de prendre c,, = 1 : la suite est constante, donc elle décroit (au sens large), et elle ne con-
1
verge pas vers (. Si on veut absolument une suite strictement décroissante, il suffit de prendre o, = = + —
n

(c.) Il nous faut trouver une suite («,), positive décroissante, convergeant vers 0, mais telle que la série
(07N

E — diverge .
n

La suite définie par a,, = pour n > 2 et a3 = ap convient (elle est bien définie pour n > 1). Cette suite

L
In(n)

2 . N P an .
est décroissante et converge vers 0. Il reste & montrer que la série g — diverge.
n

La fonction g : © — décroit sur [2,+o00[ et est positive. La série Z g(n) est donc de méme nature

2
xIn(x) =

oo M M
1
que l'intégrale / g(x)dz. Or / g(x)dxr = / ———dr = [In(lnz)]} = In(ln M) — In(In2) qui a pour
2 1 1 wln(z)

«@
limite +00 quand M tend vers +oo. L’intégrale diverge, donc la série Z —diverge, et donc Z fn converge
n

n>1
uniformément sur I mais ne converge pas normalement sur /.

CV Normale = CV Absolue = CV simple (R est complet)

CV Normale = CV Uniforme = CV simple.

Aucune des réciproques n’est vraie. Et de plus :

CV absolue % CV uniforme, et de méme : CV uniforme % CV absolue
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