SESSION 2004
CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.

X 3k 3k

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

A propos de I’hypothése « de classe C! par morceaux » du théoréme de conver-
gence normale d’une série de Fourier ...

Pour toute fonction f : R — R, continue par morceaux et de période 27, on associe ses coefficients

1 21 )
de Fourier exponentiels définis, pour n € Z, par ¢,(f) = o f(t)e™™ dt et ses coefficients
mJo
de Fourier trigonométriques définis par :
1 27 1 2
an(f) = — f(t)cos(nt) dt (pour n € N) et b,(f) = — f(t)sin (nt) dt (pour n € N*).
T m™Jo

On pose, pour tout entier naturel p et tout réel z :

SUN@) = X elPe = G+ 3 (an(f) cos (n2) + by f)sin (na).

n=-—p —

On rappelle le théoréme de convergence normale :

Si f: R — R est une fonction continue de période 27 et de classe C'!' par morceaux, la série de
Fourier de f converge normalement vers la fonction f sur R.

Ainsi, la fonction f est limite uniforme de la suite de polynémes trigonométriques (Sp,(f ))pGN'

Nous allons étudier ce qui peut se produire si on enleve a ce théoreme I'’hypothese « de classe
C' par morceaux ».

Une premiere partie démontre des résultats préliminaires.

Une deuxieme partie traite d’un exemple ot1, sans I’hypothese « de classe C'!' par morceaux »,
la série de Fourier peut diverger.

Une troisieme partie recherche une condition plus faible pour que, sans I’hypothese « de classe
C'! par morceaux », on puisse quand méme assurer que la série de Fourier de f converge uni-
formément vers la fonction f sur R.

I. Résultats préliminaires

1. Si, dans le théoreme de convergence normale ci-dessus, on suppose que la fonction f
n’est pas continue mais seulement continue par morceaux sur R :



a. Rappeler le théoreme de Dirichlet en précisant de quel type de convergence il
s’agit.
b. Cette convergence pourrait-elle étre uniforme sur R?

2. On considere la fonction continue ¢ : R — R, de période 27 , paire et définie pour
x € [0, 7], par o(x) = \/x.
Donner Pallure de la courbe de cette fonction et expliquer pourquoi elle n’est pas de
classe C'' par morceaux sur R.
3. Théoréme de Cesaro
Soit (up)nen une suite de complexes qui converge vers le complexe [.
a. Justifier, simplement, en utilisant un théoréeme de sommation de relations de
n
comparaison, que : Y, (up —1) = o(n + 1) au voisinage de +o0.
k=0
Ug+ Uy + ...+ Up
n+1
4. Soit une fonction f : R — R continue et de période 27 dont la somme de Fourier de
rang n est notée S, (f). Pour n entier naturel non nul, on définit la somme de Fejér
de f de rang n, notée o, (f) comme la moyenne de Cesaro des sommes de Fourier :

o) = — (o) + S1() + ..+ Sl

On démontre, et nous l’admettrons, le théoréme de Fejér :

b. En déduire que la suite < ) converge vers [.

« La suite de polynomes trigonométriques (o, (f)) converge uniformément sur R vers
la fonction f ».

Une application :

Si f : R — R est une fonction continue et de période 27 telle que la suite (S, (f))
converge simplement sur R, montrer que la suite (S,,(f)) converge vers la fonction f.

5. Si (uy) est une suite de réels positifs qui converge vers 0, montrer qu’il existe une
suite de réels (d,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n,
0 <wuy, <d, (on pourra, par exemple, vérifier que la suite (sup {ug, k >n}) convient).

II. Un exemple de Série de Fourier divergente (en un point)

On considere la suite de fonctions (f,,) définies sur I'intervalle [0, 7] pour tout entier naturel

1
non nul n par : fu(r) = — sin [(2”3 n 1) g}
n

6. Montrer que la série de fonctions ) f, converge normalement sur [0, 7.
n>1
On définit alors la fonction f paire, continue, de période 27 sur R et telle que pour

tout réel x € [0, 7], f(z) = JFZO:O fn(z).
n=1

4 2k +1
7. On pose, pour p et k entiers naturels, I, ;, = / cos (pt) sin < + t> dt et, pour ¢
0

q
entier naturel, Tj, ,, = ZOI -
p:

a. Calculer, pour p et k entiers naturels, I'intégrale I, ;..

b. Pour ¢ et k entiers naturels, déterminer un réel positif ¢ tel que T, = ci +
k+q

2

——, et en déduire que, pour tout couple (g, k) d’entiers naturels, 75, > 0.
j=k-q 2] +1 ’



LA |
c. Déterminer, pour N au voisinage de +00 , un équivalent simple de 1
k=0

1
d. En déduire que, pour k au voisinage de +oo , T, ~ 3 Ink.

2t 1
Montrer que, pour p entier naturel non nul, a,(f) = = > — pando1-
n K

T n=1
—ao(f)
2

2
Montrer que, pour p entier naturel non nul, S,,3_,(f)(0) > + 5T 1 gps—1
Tp )

. a N . ag N
(on remarquera que : — + Y a; = —— + Y a;).
2 O 2 =0

Conclure que la suite (S,(f)(0)) diverge.

ITI. Fonctions a variation bornée, Théoréme de Jordan

Pour deux réels a < b on note S|, 5 I'ensemble des subdivisions de I'intervalle [a, b].

Si f est une fonction de [a,b] — R et o = (z0,21,...,,Zn) € Sjgp), ON NOte :

Vi f) = zo F (i) — f (@),

On dira que la fonction f est a variation bornée s’il existe un réel positif M tel que pour
toute o € Sjg ), l'on ait : V (o, f) <M.
On appelle alors variation totale de f sur [a, b] le réel positif noté :

10.

11.

12.

13.

V(la.b],f)= sup V(o f).
9€S[a’b]
™
Montrer que la fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et f(z) = xcos (2—) si
x
x#0 est continue et n’est pas a variation bornée sur [0, 1].
(on pourra choisir o = (k) <j<py1 subdivision de [0,1] : zg = 0, xp1 = 1 et
VEe{l,..,n},xp = ——).
{ bk =5 (n+1-— k))

Exemples généraux
a. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R qui est monotone est & variation bornée

sur [a,b], et préciser V ([a,b], f).
b. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R qui est somme de deux fonctions mono-

tones est a variation bornée sur [a, b].
c. Montrer qu'une fonction [a, b] — R qui est continue et de classe C! par morceaux

est a variation bornée.
Soit une fonction f : [a,b] — R & variation bornée sur [a, b], et soit a < ¢ < b.
Montrer que chacune des restrictions de f aux intervalles [a, c] et [c, b] est & variation
bornée et que : V ([a,c], f) +V ([¢,b], f) <V ([a,b], f).
Remarque : on peut méme montrer qu’il y a égalité mais ce ne sera pas utile pour ce
probleme.
Soit f : R — R une fonction continue et de période 27 telle que la restriction de f a
I'intervalle [0, 27] soit & variation bornée.
Pour n entier relatif et NV entier naturel, tous deux non nuls, on utilisera la subdivision
o = (zr)o<k<n/v de [0,27] définie, pour k entier compris entre 0 et [n| N , par :
27k
n[N
Pour k entier compris entre 1 et [n| N , on notera Vj(f) la variation totale de f sur
I'intervalle [xg_1, ).

L



14.

15.

16.

17.

In|N  pxp ) [n|N
a. Vérifier que : z/ (F() = Flan) e=™ dt] < 3 Vilf) (25 — 2_1).
k=1 Th—1 k=1
In|N  pxi ) 1
b. Montrer que : | Y flzp)e ™ dt| < WV ([0,27], f).
k=1 Thk—1

V (]0,2
c. En déduire que pour tout entier n non nul, |c,(f)| < W
n|m

Soit (uy,) une suite de complexes, on pose, pour tout entier naturel n,
i So+S1+...+ 5,
Sp = u; et o, = .
n ]g() 7 n n+ 1
On suppose que la suite (o,,) converge vers un complexe L et on suppose qu’il existe

une constante réelle A non nulle telle que, pour tout entier naturel k, |ug| < P

a. Pour n et k entiers naturels non nuls, exprimer, a ’aide des termes de la suite
(u;), I'expression : k (S, — L) — (n+ k) (6p+k—1 — L) + n(op—1 — L).

b. Soit une suite de réels (d,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout
entier naturel n, |0, — L| <d,, montrer que, pour n et k entiers naturels non

nuls :
2n k—1

k:) dn-1+ A2(n +2)

c. L’entier naturel non nul n étant donné, on choisit & tel que (k—1)% < 4n?d,_1 < k?
(k — 1 est donc la partie entiere de 2ny/d,,—1).
Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
|Sy — L] <dp—1+ (1+ A)\/dn—1.

Que peut-on en déduire ?

|Sn_L| < (1+

Montrer que la série de Fourier d’une fonction f : R — R continue et de période
27 telle que la restriction de f a l'intervalle [0, 27] soit & variation bornée converge
uniformément vers la fonction f.

Montrer que la série de Fourier de la fonction ¢ de la question 2. converge uni-
formément sur R vers la fonction f.

Application

Montrer que la série de Fourier d’'une fonction f : R — R, de période 27 et lipschit-
zienne converge uniformément sur R vers la fonction f.

Fin de I’énoncé



