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1.

CORRIGE de l’épreuve de MATHS 1 des ENSI - 2002 - Filiere MP

Autour des produits infinis

Généralités et exemples

Supposons que le produit infini H uy, converge, donc que la suite (P,),>0 admet une limite finie £ # 0.
n>0

P, n+1
Alors nécessairement Unp+1 =

Pn n—oo
On suppose que Vn >0, u, # 0 et que lim u, = 1.
n—oo

Ve>0,3ng>0/YVn>ng, 1—e<u,<l+e.
En prenant e = 1, on obtient : Ing >0/ Vn > ng, 0 < uy,.

n n no—1 n
Posons P, = H up pour n > ng. Alors Vn >0, P, = H Up = H ug X H Up = Ppy_1 X P/z-
k—no k=no k=0 k=no

Comme P,,_1 # 0, les deux suites (P,)n>0 €t (P} )n>n, sont de méme nature, donc les produits infinis H U, et
n>0
H u, sont de méme nature.

n>no

On suppose que ¥Vn >0, u, >0. On pose S, =In(P,) = Z Inug. On a aussi P, = e5n.
n=0

a. x Si le produit infini H u,, converge, alors la suite (Py,),>0 admet une limite finie £ # 0, donc £ > 0 et en composant

n>0

par la fonction logarithme continue sur ]0, +o0o[, S, =1In(P,) — In¥, ce qui prouve que la série Z In u,, converge.

n—oo
n>0

x Si la série Zln uy, converge, alors la suite (S,)n>0 admet une limite finie L et en composant par la fonction
n>0
exponentielle continue sur R, P, = e°» e el #£ 0, ce qui prouve que le produit infini H U, converge.
n>0
Remarque importante : dans ces conditions, £ =e” et L =In¥, c’est a dire :

+o00 +oo +oo +oo
H Uy = €XP (Z 1n(un)> (I) et Z In(u,) =In ( H un) (I1).
n=0 n=0 n=0 n=0

b. x Si le produit infini H (14+uy,) converge, alors d’apres le 1, nécessairement lim (14w, ) = 1, c’est & dire lim u, = 0.

n—oo n—oo
n>0

Ainsi In(1 4+ uy,) ~ u,. D’autre part, d’apres le 3.a, la série Z In(1 + uy,) converge, donc la série Z Un converge

n—oo
n>0 n>0
d’apres le théoreme de ’équivalent des séries a termes réels posififs.

x Si la série Z uy, converge, alors lim w, =0, donc In(14+u,) ~ wu,. Il en résulte que la série Z In(1+4wuy,) converge,
n—oo

n>0 e n>0
donc d’apres le 3.a, le produit infini H (14 uy) converge.
n>0

Il suffit de reprendre la démonstration du 3.b sachant que comme 0 < u,, < 1, alors 1 — u,, > 0.
Le théoreme de ’équivalent des séries reste applicable car les deux suites équivalentes (1n(1 — U"))n>0 et (—un)n>o0
sont de signe constant négatif. B
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4. Exemples numériques intervenant dans la suite du probléme

1 1
a. H (1 — W) converge d’apres le 3.c en prenant u, = — puisque Vn > 1, 0 < wu, < 1.

4n
n>1
22 2
b. H (1 - W) converge de méme en prenant ici u, = 33 € 10, 1] puisque |z| < 7.
n>1
—x
T\ T x x x -
c. Vn>1, V>0, u,(z)=(1+ ﬁ) en >0 et In(un(z)) = - +In(1+ ﬁ) = O(F)’ donc la série Zln (un(z))

n>1

converge. En appliquant le 3.a, on en déduit que le produit infini H un(x) converge pour tout z > 0.
n>1

5. Application : un peu d’histoire ...

1 1
a. D’apres 3.b, pour montrer que Z — diverge, il suffit de montrer que la produit infini H (1 + —) diverge.
>t n>1 "
n

iy 1 S k+1l n41l
Or ici Pn:H(l—l—E):];EIIT: — +o0.

1 n—oo
k=1

1\% 1
b. Pour p > 2, la série géométrique E (—) de raison — converge et a pour somme T
p p—
k>0

1 1
c. Montrer que la série E — diverge revient d’aprés le 3.c & montrer que le produit infini I I (1 — —) diverge.
Pn Pn
n>1 n>1

Or s'il convergeait, alors P = ——————— aurait une valeur finie, ce qui est contradictoire avec 1'égalité P = E —.

e )

-l—oo1

I1. Développement euliérien du sinus et formule de Wallis

6. f, étant paire, les coefficients b, (f,) sont nuls.
™ us

Vn >0, an(fo) = %/0 cos(at) cos(nt) dt = %/0 [ cos(a 4 n)t + cos(a — n)t] dt,
1 [sin(a +n)t N sin(a — n)trzﬂ 1 [(—1)" sin(am) N (—1)™sin(am) },
a+n a—n

d’ou a =
"(fa) s a+n a—n t=0 s

(=1)"sin(ar) 2«

donc | an(fa) =

T a2 —n?’

On remarque que f, est continue et de classe C! par morceaux sur R, donc le théoréme de convergence ponctuelle de
Dirichlet s’applique (ainsi que le théoréme de convergence normale d’ailleurs).

. —+o0
sin(am) 11 (-1)"2«
On ad VreR, folr)=——-= [— — .
n a donc Vz fa(z) - 5 + ,;:1 R cos(nzx)
En se placant hant (n7) = (=1)", on obtient : cos(ar) = ST [ § —
nt en z = n =(— n obtient : cos(arm) = —+ =
n se placant en = = 7, sachant que cos(nm , 000 e a2 — n2

Ainsi | cotan(arm) = — + Z

a2__n2

1
7. 0<xz<metg(0)=0etg(t) = cotant — - sit €]0,z].

a. Il est clair que g est déja continue sur |0, z] car 0 < z < 7.
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cost 1 tcost—sint t(1+o(t)) — (t+o(t?)) o(t?) _
vt elo t) = — - = = = = o(1), donc 1 t) =0.
€loal, olt) = 57 3 tsint 2+ o(t2) oz~ Oy done lim g(t)

Ainsi g est continue sur [0, z].

* * cost 1 sinx sina
g(t)dt:/a Sintdt—/a gdt:ln( - )—m( : )

b. SiO<a<x<7r,alors/

a

i v sinx
Comme lim 2% — 1, on en déduit que / g(t)dt = lim g(t)dt =|In ( )
a—0t a 0 a—0t J, x

1 =X 2
L’identité : cotan(am) = — + Z ———> valable pour a €]0, 7[ donne en posant ¢ = ar :

am L= 7w (a? —n?)

1 X 2t X2t
Vte]0,n|, cotant — — = ———— et puisque g(0) =0, |Vt €[0,x], g(t) = _—
10,7, cotant — ;tg_n%Q puisque g(0) [0,], g(t) ;tg_ngﬂg
2t 2x 1
c.  On pose g,(t) = yEp— On constate que Vn > 1, || n||<(>£?’wD = O(?), ce qui montre la

convergence normale sur [0, 2] de la série de fonctions Z gn- On peut donc intégrer terme a terme, ce qui donne :

n>1
—+oo

faoue=3 ﬁ_ngﬂgz[mlﬁ—m|}ii=;[m<n%2—x2> ] =S (1 2)
Ainsi | Y z €]0, 7], 1n(smx) Zm( >

En utilisant la formule (I) vue & la fin du 3.a et compte-tenu de la convergence de l’exemple 4.b, on a :

Ve e]o,w[,ﬁ (1- W) = exp (Zm( — 2)) — exp (m (Slgx>> _ sizx_

n=1

L’égalité précédente est encore valable pour —m < x < 0 par parité des deux membres et 1’égalité suivante est encore
valable en O :

smx:xH( )pourxe]—w,ﬂ[.

™ = 1 2
8. Application : pour x = 5 on obtient ;ll_[l (1 — W) =

ITI. Formule de Weiesrtrass et constante d’Euler

9. 1 s’agit d’une question de cours sur la fonction Gamma d’Euler (points faciles a gagner).

+oo
Voir le corrigé dans le cours. On trouve que I'(1) =1 et que Vz >0, I'(z) = / In(t) ettt dt.
0

10. On remarque que f,, est continue en n, donc continue sur |0, 4+o00o(.

1 1 1 1
a. On rappelle que Vo > —1, In(l14+2z) <z. Site€]0,nl,alors1 — = >0 et > —1, donc In (1 — ﬁ) < -
n
On a donc pour 0 < t <n, f,(t) =e" MO=t/n) < en(=t/n) < o=t
Comme f,,(t) =0sit>n, onobtient : Vn>1, Vt >0, 0< f,(t) <e L.

b. Soit 2 > 0 fixé. Posons g,(t) = f(t)t* "L pour t >0 et n > 1.
* chaque g, est continue sur ]0, +-o0].
* la suite de fonctions (g )n>1 converge simplement sur ]0, +-o0[ vers g : t — e~ =1,
En effet soit ¢ > 0 fixé. Pour n > [t], g,(t) = t*~1en m(=t/n) — gz=1cn [=t/m+oti/m] _ et e — g(t).

n—oo
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* les g, sont positives et majorées par g intégrable sur |0, +oo[ (cf. définition de T'(z)).

On vient de vérifier les hypothéses permettant d’appliquer le théoréme de la convergence dominée.

n t n —+oo —+oo
On en déduit que / (1 - —) t*ldt = / gn(t)dt — g(t)dt =T'(z).
0 0

n n—oo 0

1
11. L’intégrale I, (z) = / (1 —u)" u* " du est impropre en 0, mais convergente car 1 —z < 1.
0

a. Effectuons une intégration par parties sur [a, 1] d’abord avec 0 < a < 1.
xT

On prend p(u) = (1 —u)" et ¢'(u) = u* 1, don ¢ (u)=—n(1—u)""! et P(u) = u?

1 @ 1 1
Alors / (1—w)"u" tdu = —a—(l —a)" + L / 1—uw)" 'udu — L / (1—uw)"'u®du car lim a” = 0.
a €T a 0

€ a—0 X a—0+t

Ainsi | I,(z) = g n—1(z+1).

1 Y u=1 -1 !
U n_ n n!
b. Pour y > 0, I = uy_ldu:[—} =—. et I,(r)=— X XX Ip(x+n)= .
Y o) /0 ylu=o gy (@) x  x+1 o ) z(x+1)...(z+n)
. " t\™ z—1 1,t=nu ;. ! n z—1 . z . nln®
c. Yz>0, I'(z)= lim (1 — —) t“7rdt =" lim [ (1—w)"(nu)” ndu= lim n"I,(z)=| lim —
[[@+#
k=0
12. Application :
N2z, 1—2
a. Size€l0,1], alors 1 —z €]0,1[, donc I'(z)T'(1 —z) = lim —; (n)"n"n
[[e+r Q-2+
k=0
n n n+1 n n .1‘2
H (x+k)Q—-—2x+k)= H (x 4+ k) H —x):x(n+1—x)H(k2—x2):x(n+1—x)(n!)2H (1_k:_2>’
k=0 k=0 k=1 k=1 k=1
1 n+l—z 4 z? = z?
Ainsi ———— = lim —— 1—-—= )= 1—— .
e () (5
400 2
b. En prenant ¢t = wx dans 1’égalité : sint =t H (1 — ﬂ) obtenue au 7.c pour t €0, 7[, on trouve que :
n?m
n=1
+o00 :L_Q
pour z €10, 1], sin(nz) = 7z H (1 - ?)
n=1
Donc la formule des compléments est : | Vz €]0,1], T T =2 = smgrmc)
1 . 1 1 1
c. Pour x = -, on obtient : ———— = —, donc F(—) = /.
2 ra/e)” « 2

+oo —+oo 9 —+oo 9
Donc \/7?—/ —dt =y e " du, dou / e " du= \/TE (intégrale de Gauss)
0 0

= O(%), donc la série Z Uy, converge.

n>1

3
S|~
S|
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14.

15.

a.

1
Graphiquement, uy représente l'aire d’un triangle curviligne situé sous la courbe d’équation y = — entre les deux

droites d’équation t = k—1 et ¢t = k. Si on translate horizontalement tous ces triangles pour les amener entre les deux

droites d’équation ¢t = 0 et ¢ = 1, on constate qu’ils sont tous contenus dans le carré [0,1] x [0, 1], ce qui montre que
n

la suite croissante n —— g u) est majorée par 1, donc est convergente.
k=1

La suite (Un)nzl est de méme nature que série g (’Un — vp—1) qui est convergente.

n>2
1
En effet : v, —vp—1=— —lnn+In(n —1) = —u,.
n
H (x+k)
1 —
On a vu au 11.c que Vax > 0, m = nlggo on(x) avec @ (z) = 7nlnz _

—x

O pula) = = H(1+ 5) e [T (14 5) —zee T[ (14 2) e m

La convergence vers v de la suite (vy,)n, la continuité de lexponentlelle et la convergence du produit infini du 4.c
permettent de déduire que :

1 pi -
N —
Vo0, L —wew (14 %) .
T T(2) re ;ll;[l +n e
Application
+oo - +oo -
T\ —— N —
Ve >0, In(T(z)) = —lnz —~a—1 (1 _) n | =—mz—vz-S"1 (1 _) n tilisant
T n( (x)) nr—yr—lIn ;ll;[l +n e nr—-yxr Zn +n e en utilisan
I’égalité (IT) obtenue au 3.a.
+oo
Donc In (I‘(x)) :—lnx—'yx—i—;wn(x) avec wy(x) = % —In (14_%) (II1).

. Chaque w, est de classe C! sur ]0, 1].

. la série de fonctions E wy, converge simplement sur ]0, 1].
n>1
s . . / . 4
. la série de fonctions g wy, converge uniformément sur |0, 1].
n>1
1 x

1 1
En effet Vo €]0,1], w),(z) = — — = < —, d’ott la convergence normale de Z w;, sur ]0, 1].
n n+x nnm+z) " n =~

D’apres le théoreme de dérivation des séries de fonctions, on peut dériver terme & terme dans (III) et on obtient :

vV €]0,1], (@) == —7 Z

I(x) (n+x)

+oo
On avu que I'(z) = / In(t)e~* ¢~ dt. L’intégrale demandée est donc égale a TV(1).
0
“+oo n
1 1 1 1 (1)
0 ——— = i ————]=1lm (l1-——)=1.D = —1- —.
' ;”(”Jrl) "l_’rg";;(’f ’f+1> "1—'120< n+1> T 7+Z n+1 7

+oo
Ainsi / e ! n(t)dt = —.
0

Fin du corrigé
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