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Chapitre 13

Équations di�érentielles

On désigne par K le corps R ou le corps C.

Équation di�érentielle scalaire d'ordre 2

Dans cette partie, on �xe un intervalle I de R non vide et non réduit à un point
et des fonction continues a, b, c : I → K. On considère l'équation di�érentielle
linéaires scalaires d'ordre 2

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = c(t). (E)

Il n'y a pas de méthode générale permettant de résoudre l'équation (E).

Méthode de la variation de la constante

Rappelons que l'équation homogène associée à (E) est l'équation

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0. (H)

On peut appliquer cette méthode pour résoudre (E) si l'on connait une solution
de (H) qui ne s'annule pas sur I.

Méthode : la variation de constante

Supposons que l'on a une solution h : I → K de (H) qui ne s'annule pas sur I.

1) On dé�nit λ : I → R qui est deux fois dérivable par la relation y = λh.

2) On remplace y = λh dans l'équation (E). On obtient

(E)⇔ λ′′h+ 2λ′h′ + λh′′ + a(t)(λ′h+ λh′) + b(t)λh = c(t)

⇔ hλ′′ + (2h′ + a(t)h)λ′ + (h′′ + a(t)h′ + b(t)h)︸ ︷︷ ︸
0 car h est solution de (H)

λ = c(t)

⇔ hλ′′ + (2h′ + a(t)h)λ′ = c(t)

3) En posant µ = λ′, on doit donc résoudre l'équation di�érentielle linéaire
scalaire d'ordre 1

hµ′ + (2h′ + a(t)h)µ = c(t).

On en déduit λ′, puis λ, puis y en utilisant la relation y = λh.

Exemple 1

Nous allons résoudre sur I =]0,+∞[ l'équation di�érentielle

y′′ − 3

t
y′ +

4

t2
y = t ⇔ t2y′′ − 3ty′ + 4y = t3. (E)

On remarque que h : t 7→ t2 est solution de l'équation homogène

t2y′′ − 3ty′ + 4y = 0 (H).

Comme h ne s'annule pas sur I, on peut donc appliquer la méthode de la varia-
tion de la constante pour en déduire toutes les solutions de (E). On remplace
y = λh dans (E) où λ : I → R est deux fois dérivables

(E)⇔ t2(λ′′h+ 2λ′h′ + λh′′)− 3t(λ′h+ λh′) + 4λh = t3

⇔ t2hλ′′ + (2t2h′ − 3th)λ′ + (t2h′′ − 3th′ + 4h)︸ ︷︷ ︸
0 car h est solution de (H)

λ = t3

⇔ t4λ′′ + (4t3 − 3t3)λ′ = t3

⇔ tλ′′ + λ′ = 1.

En notant µ = λ′ et en résolvant l'équation di�érentielle tµ′+µ = 1, on obtient

λ′(t) = µ(t) =
A

t
+ 1 avec A ∈ R.

En prenant les primitives de cette égalité, on trouve

λ(t) = A ln(t) + t+B avec (A,B) ∈ R2.
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Finalement, on en déduit les solutions y de (E)

y(t) = t2λ(t) = At2 ln(t) +Bt2 + t3 avec (A,B) ∈ R2.

Recherche d'une solution polynômiale

On peut essayer de déterminer les solutions de (E) sous forme d'une fonction
polynomiale.

Méthode : recherche d'une solution polynomiale
1) On commence par déterminer les degrés possibles pour le polynôme.

2) On substitue dans l'équation (E) et on identi�e les coe�cients.

Exemple 2

Cherchons les solutions polynomiales de l'équation di�érentielle

t(t+ 1)y′′ + (t− 1)y′ − y = 0. (E)

Supposons qu'il existe une fonction polynomiale P de degré n ∈ N solution de
(E). Si l'on note antn avec an 6= 0 le terme dominant de P , alors le coe�cient
dominant du polynôme

t(t+ 1)P ′′ + (t− 1)P ′ − P est (n(n− 1) + n− 1)ant
n.

Comme P est solution de (E), on obtient donc

n(n− 1) + n− 1 = 0⇔ n2 − 1 = 0⇔ n = 1.

Ainsi, P est de degré 1, donc il s'écrit P (t) = at + b avec (a, b) ∈ K2. En
substituant dans (E), on obtient

(t− 1)a− (at+ b) = 0⇔ b = −a.

Ainsi les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions

P (t) = a(t− 1) avec a ∈ R.

Remarque 1

En général, il est possible que l'équation di�érentielle n'admette pas de solution
polynomiale.

Recherche d'une solution sous forme de série entière

On peut essayer de déterminer les solutions de (E) sous forme d'une série entière.

Méthode : recherche d'une solution sous forme de série entière

On raisonne par analyse et synthèse.

1. Analyse : On suppose qu'il existe une solution y de (E) sous la forme d'une
série entière admettant un rayon de convergence R > 0

∀t ∈]−R,R[, y(t) =

+∞∑
n=0

ant
n.

2. En substituant y(t) dans (E), on détermine une relation de récurrence
pour les coe�cients (an)n∈N.

3. Si possible, on détermine une expression explicite de (an)n∈N et de y.

4. Synthèse : On considère la fonction donnée par la série entière avec l'ex-
pression que l'on a déterminé pour (an)n∈N dans l'analyse.

a) Si le rayon de convergence de la série entière obtenue est nul, alors il
n'y a pas de solution de (E) développable en série entière.

b) Si le rayon de convergence R de la série entière est non nul, alors y
est une solution de (E) développable en série entière sur ]−R,R[.
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Exemple 3

Cherchons les solutions développables en série entière de l'équation di�érentielle

y′′ + 2ty′ + 2y = 0. (E)

Analyse : On suppose qu'il existe une solution y de (E) sous la forme d'une
série entière admettant un rayon de convergence R > 0

∀t ∈]−R,R[, y(t) =

+∞∑
n=0

ant
n.

En substituant dans (E), on obtient

+∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 + 2t

+∞∑
n=0

nant
n−1 + 2

+∞∑
n=0

ant
n = 0.

En e�ectuant un changement d'indice dans la première somme, on obtient

+∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n + 2

+∞∑
n=0

nant
n + 2

+∞∑
n=0

ant
n = 0

⇔
+∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (2n+ 2)an] t
n = 0.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit la relation

∀n ∈ N, (n+ 2)(n+ 1)an+2 + (2n+ 2)an = 0

⇔ ∀n ∈ N, an+2 = −
2

n+ 2
an.

On remarque que l'on a l'expression explicite suivante

∀p ∈ N, a2p =
(−1)p

p!
a0 et a2p+1 =

(−1)p4pp!
(2p+ 1)!

a1.

On en déduit que si y est solution de (E), alors

y(t) = a0

+∞∑
p=0

(−1)p

p!
t2p + a1

+∞∑
p=0

(−1)p4pp!
(2p+ 1)!

t2p+1

= a0 exp(−t2) + a1

+∞∑
p=0

(−1)p4pp!
(2p+ 1)!

t2p+1.

Synthèse : les deux séries entières ci-dessus ont pour rayon de convergence +∞.
Ainsi, les solutions de (E) développable en série entière sont les fonctions

y(t) = A exp(−t2) +B
+∞∑
p=0

(−1)p4pp!
(2p+ 1)!

t2p+1 avec (A,B) ∈ R2.

Dans ce cas, on sait d'après le cours que l'ensemble des solutions est un espace
vectoriel de dimension 2. On peut donc même en déduire qu'il n'y a pas d'autre
solution à l'équation di�érentielle (E) que celles ci-dessus.

Exemple 4

Cherchons les solutions développables en série entière de l'équation di�érentielle

t2y′ + (t− 1)y = 1. (E)

Analyse : On suppose qu'il existe une solution y de (E) sous la forme d'une
série entière admettant un rayon de convergence R > 0

∀t ∈]−R,R[, y(t) =

+∞∑
n=0

ant
n.

En substituant dans (E), on obtient

+∞∑
n=0

nant
n+1 +

+∞∑
n=0

ant
n+1 −

+∞∑
n=0

ant
n = 1.

3/5



Chapitre 13 - Équations di�érentielles - Méthodes Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

En e�ectuant un changement d'indice dans la première somme, on obtient

+∞∑
n=1

nan−1t
n −

+∞∑
n=0

ant
n = 1⇔ a0 +

+∞∑
n=1

[nan−1 − an] tn = 1.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit la relation

a0 = 1 et ∀n ∈ N, nan−1 − an = 0

⇔ a0 = 1 et ∀n ∈ N, an = nan−1.

On en déduit que an = n!, donc si y est solution de (E), alors

y(t) =

+∞∑
n=0

n!tn.

Synthèse : le rayon de convergence de la série entière ci-dessus est 0. Ainsi
l'équation di�érentielle (E) n'admet pas de solution développable en série en-
tière.

Systèmes di�érentiels linéaires

Résoudre un système di�érentiel linéaire à coe�cients constants

Soit n ∈ N∗ et soit A ∈ Mn(K). On considère un système di�érentiel donné
sous forme matriciel

X ′ = AX. (S)

Méthode : résoudre un système di�érentiel linéaire
1) On commence par réduire la matrice A (éventuellement sur C si ses valeurs

propres ne sont pas réelles). On détermine une matrice P ∈ GLn(C) telle
que A = PTP−1 avec T ∈Mn(C) diagonale ou triangulaire supérieure.

2) En remplaçant dans le système, on obtient

X ′ = AX ⇔ X ′ = PTP−1X ⇔ P−1X ′ = TP−1X ⇔ Y ′ = TY

en posant Y = P−1X.

3) On détermine les solutions Y du système di�érentiel Y ′ = TY .

4) En écrivant X = PY , on en déduit les solutions de (S).

5) Si l'on a des solutions complexes et que l'on veut obtenir les solutions
réelles, on remplace les éléments de la base des solutions complexes qui
sont conjugués par leur partie réelle et imaginaire.

Remarque 2

Il n'y a pas besoin de calculer P−1 pour appliquer la méthode !

Exemple 5

Résolvons le système di�érentiel sur R donnée par(
x′

y′

)
︸ ︷︷ ︸
X′

=

(
3 −1
5 1

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x
y

)
︸︷︷︸
X

. (S)
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En réduisant A sur C, on trouve

A = PDP−1 avec D =

(
2 + 2i 0

0 2− 2i

)
et P =

(
1 1

1− 2i 1 + 2i

)
.

En posant Y = P−1X, on obtient que Y est solution du système di�érentiel

Y ′ = DY ⇔
{
u′ = (2 + 2i)u
v′ = (2− 2i)v

si Y =

(
u
v

)
.

On en déduit que u(t) = λe(2+2i)t et v(t) = µe(2−2i)t avec (λ, µ) ∈ C2, donc

Y (t) =

(
λe(2+2i)t

µe(2−2i)t

)
.

En substituant dans X = PY , on trouve les solutions complexes de (S)

X(t) = λ e(2+2i)t

(
1

1− 2i

)
︸ ︷︷ ︸

X1(t)

+µ e(2−2i)t
(

1
1 + 2i

)
︸ ︷︷ ︸

X2(t)

avec (λ, µ) ∈ C2.

Une base des solutions complexes de (S) est (X1, X2). Les éléments X1 et X2

sont conjugués, donc pour obtenir les solutions réelles, on les remplace par leur
partie partie réelle et imaginaire. Dans ce cas, on a

X1(t) = e2t
(

cos(2t)
cos(2t) + 2 sin(2t)

)
+ ie2t

(
sin(2t)

sin(2t)− 2 cos(2t)

)
,

donc les solutions réelles de (S) sont

X(t) = αe2t
(

cos(2t)
cos(2t) + 2 sin(2t)

)
+ βe2t

(
sin(2t)

sin(2t)− 2 cos(2t)

)
.

avec (α, β) ∈ R2.

Exemple 6

Résolvons le système di�érentiel sur R donnée par{
x′ = 3x− y
y′ = x+ y

⇔
(
x′

y′

)
︸ ︷︷ ︸
X′

=

(
3 −1
1 1

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x
y

)
︸︷︷︸
X

. (S)

La matrice A n'est pas diagonalisable, mais elle est trigonalisable.

A = PTP−1 avec T =

(
2 1
0 2

)
et P =

(
2 1
2 −1

)
.

En posant Y = P−1X, on obtient que Y est solution du système di�érentiel

Y ′ = TY ⇔
{
u′ = 2u+ v
v′ = 2v

si Y =

(
u
v

)
.

On en déduit que v(t) = µe2t avec µ ∈ R, puis que u est solution de l'équation
di�érentielle linéaire

u′ − 2u = µe2t.

Après résolution, on trouve u(t) = (λ+ µt)e2t avec (λ, µ) ∈ R2, donc

Y (t) =

(
(λ+ µt)e2t

µe2t

)
.

En substituant dans X = PY , on trouve les solutions du système (S)

X(t) = (λ+ µt)e2t
(
2
2

)
+ µe2t

(
1
−1

)
avec (λ, µ) ∈ R2,

ce que l'on peut réécrire{
x(t) = 2λe2t + µe2t(2t+ 1)
y(t) = 2λe2t + µe2t(2t− 1)

avec (λ, µ) ∈ R2.
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