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Feuille de TD 3

Ici, K désigne R ou C

Exercice 1 : Montrer que dans le R-espace vectoriel des fonctions continues
de R dans R, les familles suivantes sont libres :

a) (fa)ier, ot fr : R — R, z — exp(Az).
b) (fA)/\ERa ol f)\ R — R, T COS()\m).
c) (A)rer, 0t fx:R—R, = — |z—AL
Exercice 2 : Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
1) Soit f € Lk (E, F) et By, E» deux sous-espaces vectoriels de E.
a) A-t-on toujours f(Ey + E2) = f(E1) + f(E2)?
b) A-t-on toujours Ey @ Ey = f(E1) @ f(E2)?
Sinon, trouver une condition sur f pour que la propriété soit réalisée.

2) Soient f,g € Lkx(E, F). Montrer que :

lrg(f) —rg(g)l < rg(f+g) <rg(f)+r9(9)

3) Soient f,g € Lx(F) tels que fog =0 et (f + g) inversible. Montrer que :

rg(f) +7rg(g) = dimk (£)

4) Soient f,g € Lx(E) tels que fog =0 et (f 4 g) inversible. Montrer que :

rg(f o g) <min(rg(f),r9(g))

5) Montrer que dimg (E) est paire si et seulement si il existe f € Lx(E) tel
que Im(f) = Ker(f).

6) Soient f,g € Lx(FE).
On suppose que E = Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g). Monter que
E=Im(f)®Im(g) = Ker(f)® Ker(g).

Exercice 3 : Soit E un K-espace vectoriel et f € Lg(FE). On suppose que
tout vecteur de E est transformé par f en un vecteur qui lui est proportionnel.
Montrer que f est une homothétie.



Exercice 4 : Soit E un K-espace vectoriel et f € Lg(E). On suppose que
f2=1Id.

1) Montrer que Im(f — Id) C Ker(f% + f + Id).
2) Montrer que E = Im(f — Id) @ Ker(f — Id).

Exercice 5 :

Soit A =

—= o= O

1 1
0 1 |, Calculer A™.
1 0

Exercice 6 : Pour tout o € R et n € N on définit :

1 —2\"
A, = ( o 1” ) , Calculer lim A™.

n——+oo

Exercice 7 : Déterminer toutes les formes linéaires ¢ de M,,(K) telles que

VA, B € Mu(K), @(AB)= o(BA)

Exercice 8 : Matrices diagonalement dominantes (4 connaitre)

On considére une matrice A = (a;;)a<i,j<n telle que :

Vi,1<i<mn, Z |ai;| <a]

1<j<n,i#j
Montrer que A est inversible.
Exercices supplémentaires :
010
Existe-t-il A € M3(K) telleque: A2=[ 0 0 1 |?
0 0 0

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Une famille £ d’élément de

est dite positivement génératrice si tout élément de F est combinaison linéaire
a coefficients dans RT d’éléments de £.

Quel est le cardinal minimal d’une famille positivement génératrice ?

Soient, E, F et G trois K-espaces vectoriels et ¢ € L(E,F), ¥ € L(E,

Montrer que : ker(¢)) C ker(¢) si et seulement si il existe 0 € L(G,
p=~0071.

).

F) tel que

Soient E un K espace vectoriel et ¢1,...,¢, des éléments de £(E,K), on note
¢ l'application de E dans K? définie par ¢(x) = (@1, ..., @p)-
Montrer que ¢ est surjective si et seulement si (@1, ...¢p) est libre.

Indication : Pour la réciproque, on pourra raisonner par l’absurde et considérer
un hyperplan qui contient ITm(g).



