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Chapitre 9
Isométries d’un espace euclidien

Exercice 1 : On commence par vérifier que Ker(u —Idg) et Im(u —Idg) sont
supplémentaires.
e D’aprés le théoréme du rang, on a

dim £ = dim Ker(v — Idg) + dimIm(u — Idg).
o Siy e Ker(u—1Idg) NIm(u — Idg), alors
uly)=y et drxekE, y=u(r)—u=,
donc, comme u est une isométrie, on a
Iyl? = (w1 y) = (y | ul@) — 2) = (y | u(2)) = (y | 2)
= (u(y) | u(@)) = (y [ =) = 0.

Ainsi y = 0 et Ker(u — Idg) NIm(u — Idg) = {0g}.
On a donc montré que E = Ker(u — Idg) @ Im(u — Idg). 1l reste a veérifier que
ces deux espaces sont orthogonaux. Si (z,y) € Ker(u—Idg) x Im(u—1Idg), alors

u(lz)=x et FJzeE, y=u(z)—z,
donc, comme u est une isométrie, on a
(@ |y) = (@ |u(z) - 2) = (x| u(z) - (x| 2)
= (u(z) |u(2)) — (x| 2) =0.

Ainsi Ker(u — Idg) et Im(u — Idg) sont orthogonaux.

Exercice 2 :
1. Pour (P,Q) € E et (\,u) €ER? on a

O((AP 4+ pQ)(X)) = (AP + puQ)(1 — X)
=AP(1-X)+pQ(1 — X)
= Ap(P(X)) + pp(Q(X)),

donc l'application ¢ est linéaire.

2. Pour P € E, on a en posant u = 1 — t dans l'intégrale

1 1
2 _ N2 W) 2du — 2
lo(P)|? = /0 P(1— 1)t /0 P(u)?du = | P,
donc ¢ € O(E).

3. Pour Pe€ E,on a
(pop)(P(X)) =e(P(1-X))=P(1-(1-X))=PX),

donc ¢ est une symétrie. Ainsi ¢ est la symétrie par rapport au sous-espace
vectoriel F' = Ker(p —Idg) parallelement & G = Ker(¢ +Idg). Si 'on note
P=aX?+bX+ccE,ona
p(P(X)=P(1-X)=a(l-X)*+b(1—-X)+c
=aX? - (2a+0)X + (a+b+c).

Ainsi, on a

PeF & oP)=P
saX?—(20+0)X + (a+b+c)=aX?+bX +¢
Sa=a e —(2a+b)=bet at+b+tc=c

b= —a,

donc F' = Vect(X (1 — X),1). De méme, trouve G = Vect(2X — 1).

4. D’aprés la question précédente, les valeurs propres de ¢ sont 1,1, —1. Donc,
onadet(p)=1x1x(-1)=-1.

Exercice 3 :

1. Soit A € Sp(u). Il existe z € E \ {0} tel que u(xr) = Az. En prenant la
normeée, on obtient

2]l = llu(@)]| = [IAz]l = [Alll]-

Comme z # 0, on en déduit A = £1.
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2. Si w est diagonalisable, on a E = E1®FE_1, donc u est une symétrie. Il suffit
de vérifier que F; et E_; sont orthogonaux pour montrer que u est une
symeétrie orthogonale. Si (z,y) € E1 x E_q, alors u(z) = z et u(y) = —y.
Par suite,

(| y) = (u(@) | u(y)) = (x| —y) = =(z | y),

donc (z | y) = 0. Finalement, E; et E_; sont orthogonaux.

Exercice 4 : Notons (L1, ..., L) les lignes d’une telle matrice. D’apres le cours
(L1,...,Ly) est une base orthonormée de R™. Le vecteur L; étant unitaire, on a
nécessairement L1 = (jzl 0 0) Comme Ly est unitaire et est orthogonal
a Li,onaly= (0 +1 0 O). En itérant, on trouve que le matrices qui
conviennent sont les matrices de la forme

€1 (0)
avec  (e1,...,e,) € {—1,1}"
(0) €n
Exercice 5 : Notons (C1,...,Cy) les colonnes d’une telle matrice. D’apres

le cours (Cy,...,Cy) est une base orthonormée de R". Comme les vecteurs
Ci,...,C, sont orthogonaux deux & deux et que leurs coefficients sont positifs,
chacun d’eux ne peut avoir qu'une unique composante non-nulle. Comme ils sont
unitaires, le coeflicient correspondant vaut nécessairement 1. Ainsi les matrices
qui conviennent sont les matrices dont les colonnes sont exactement & 'ordre
pres

1 0 0
0 1 0
01,10f,...,10
0 0 1

Exercice 6 : Chaque colonne étant unitaire, on trouve comme dans ’exercice
précédent que chacune d’elles ne peut avoir qu'une unique composante non-
nulle qui vaut £1. La solution est donc la méme qu’a 'exercice précédent avec
la possibilité de choisir en plus le signe pour chaque colonne.

Exercice 7 :
(i) L'endomorphisme u est la rotation d’angle §
(ii) L’endomorphisme u est la réflexion d’axe Vect(v/3i + ).

(iii) I’endomorphisme u est la réflexion d’axe Vect(2i + 7).

Exercice 8 :
(i) u est la rotation d’axe dirigé par 3i+ j +k et d’angle § = —Arccos(—5/6).
(ii) w est la rotation d’axe dirigé par i + k et d’angle 6 = 7/2.

(iii) w est la composée de la rotation d’axe D dirigé par le vecteur i — 4j
et d’angle # = —Arccos(8/9) avec la réflexion par rapport a Dt =
Vect(k, 4i + 7).

(iv) u est la réflexion par rapport au plan Vect(i + j, v65 — k).
(v) w est la rotation d’axe dirigé par i + 45 + k et d’angle 6 = 7.

Exercice 9 :

1. On a les équivalences

AcO3R) = ATA=T3 o a®> +20> =1 et 2ab+b* = 0.

w31

Ainsi, on obtient

A€ O3(R) < (a,b) € {(1,0), (—1,0), (;, _;23> ; (—

2. On a
e Si(a,b) =(1,0), alors v = Idgs.
e Si (a,b) = (—1,0), alors u = —Idps.
Si (a,b) = (1/3 —2/3), alors I'isométrie u est la réflexion par rapport au
plan Vect(z — 43,0 —k)
Si (a,b) = (—1/3,2/3), alors u est la rotation d’axe dirigé par i +j + k
et d’angle 7.
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Exercice 10 :

(i) On peut prendre

0 0 O 1 2 -2 1
D=0 3 0 et P= § 1 2 2
0 0 -3 2 1 =2
(ii) On peut prendre
1 00 1 0O 1 -1
D=0 10 et P=—[v2 0 0
0 0 3 \@ 0O 1 1
(iii) On peut prendre
0 0O 1 V3 o1 V2
D=|0 0 0 et P=—|[v3 -1 —V2
0 0 3

Exercice 11 :

1. Comme la matrice B est symétrique réelle, on peut appliquer le théoréme
spectral. Il existe P € O, (R) et des réels py, ..., u, € R tels que

i) P71

On en déduit que A = B? = PDiag(p?,...
propres de A sont positives.

B = PDiag(u1, ...

,u2)P~1 donc les valeurs

2. Comme la matrice A est symétrique réelle, il existe P € O, (R) et des réels
AL, A € Ry tels que

A = PDiag(\1, ..., \,)P L.

Sil'on pose B = PDiag(yv/A1, ...,V )P, ona B? = A. De plus, comme
P! = PT on aen notant D = Diag(v/ 1, ..., vA,)

BT = (pDPH = (PHYTDTPT = PDPT = B,

donc B est symétrique réelle.

Exercice 12 :

1. D’aprés le théoréme spectral, la matrice A est diagonalisable dans R. No-
tons (A, i) € R? ses valeurs propres. On a det(A) = A\ et Tr(A4) = A + p.
Ainsi I'inégalité & montrer devient

<A+ p)Pe0< A +p)? -4 e 0< (A —p)?,

d’ou le résultat.
2. D’aprés la premiére question, on a égalité si et seulement si A = p. Ainsi,

on a égalité si et seulement si A est une matrice scalaire.

Exercice 13 :
(i) La conique %7 est I’ensemble vide.
(ii) Dans le repeére (O, eq,ez) o
1
e1=—=+7J et

I’équation de la conique %65 devient

€9 —

-5 22 1 2
Y v+1=0<:>v:iu2—|—fu+£.

V2 ) 5 5

Ainsi, la conique %3 est une parabole dont le sommet a pour coordonnée
(—5/16,1/16) dans le repere (O, 1, j).
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(iii) Dans le repére (O, eq,e2) o
1(2'+') t 1( |+ 2j) '
e1 = —(2¢ et ey =—(—1t ) %
1 /5 J 2 /5 J y
I’équation de la conique %3 devient \
5u® +450° =5 =0 & u® + 9® = 1.
Ainsi, la conique %3 est une ellipse de centre O. T :‘«’/
j _-7 -7 \\\
€2 -7 €2 v
(&) . \\
J '
€1 \
of i \\\
La conique %3
(iv) Dans le repére (O, e, e2) ol La conique %
L@ty et L citoj)
e1 = —(2 et eg=—(—1 ,
1 /5 J 2 /5 J
I’équation de la conique €4 devient
42 56 7\ 4\?
3u2—702—u+v+3—0®3(u—) —7<v—> =4.
VGRS Vb V5
Ainsi, la conique %} est une hyperbole dont le centre a pour coordonnée
(2,3) dans le repére (O, 1, 7).
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