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Chapitre 8
Espaces préhilbertiens

Exercice 1 :

1. On démontre que 'application vérifie la définition.
e Symétrie : si (f,g) € E?, on a

1
(g1 £)=g(0)£(0) + / J (O (t)dt

/f

(f,9,h) € E3 et (\,n) € R? on a

dt = (f | 9)-

e Linéarité 1™ variable : si
1
O+ g | 1) = (O + g) O00) + [ (OF + g (00
1
= AORO) + ug(On0) + [ AFOH O + g 0 Ot
1
— (f(O)h(O) +/0 F(O)h (t)dt)
1
u (g<o>h<o> + [ don <t>dt)

=A(f | h)+ (g | h).

e Linéarité 2¢ variable : I'application est linéaire par rapport a la 1*® va-
riable et symétrique, donc elle est linéaire par rapport a la 2¢ variable.

si feFE ona
ULE / £t
e Définie : si f € E telle que (f | f) = 0, alors comme chaque terme de la
somme est positif, on obtient

FOR2=0 et /O ' o)t =

e Positivité :

1/7

4. Pour (f,g) €

La fonction (f’)? est positive, continue et d’intégrale nulle sur [0, 1], donc
elle est nulle. Ainsi f/ = 0, donc f est constante sur [0, 1]. Comme f(0) =
0, on trouve f = 0.

2. On a

1 1
(cos | sin) = cos(0) sin(0) — /0 sin(t) cos(t)dt = [; sin2(t)] ) = %sinQ(l),

1
(Id | exp) = 1d(0) exp(0) + /0 exp(t)dt = [exp(t)]y = e — 1.

3. En linéarisant pour les deux premiéres intégrales, on trouve

1

1

[| cos ||* = (cos | cos) = cos?(0) —i—/o sin?(t)dt = ; e in(2),
2 2 Lo L1

|| sin || = (sin | sin) = sin“(0) —i—/o cos”(t)dt = 5 T gsin n(2),

1 1
donc || cos|| = — —sin(2) et ||sin|| = 5 + 1 sin(2). De plus, on a

N W
N

1
1
lexp||* = (exp | exp) = exp?(0) +/ exp(t)dt = 1+ 5 (e = 1),
0

1
donc [[exp| =1/1+ 5(62 —1).

E?, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est

‘f(O)g(O) - 1 f’(t)g’(t)dt’

<(ro+ | 1 repar) 1/2 (o) + | 1 o ear)
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Exercice 2 :

1. On démontre que 'application vérifie la définition.
e Symétrie et Bilinéarité : Elle sont faciles & montrer.
e Positivité : Si P € FE, on a

(P| P)= P(0)*+ P(1)> + P(2)* > 0.

e Définie : Si P € E telle que (P | P) = 0, alors le polynéme P admet 0, 1
et 2 comme racine. Comme P € Ry[X], on en déduit que P = 0 (sinon
P aurait au plus deux racines).

2. En prenant P(X) = X2+ 1et Q(X)=X2+X +1,0na
(X241 X*4+X4+1)=1-14+2-3+5-7=142.
En prenant P(X) = X? -3X et Q(X)=2X —1,0n a
(X24+1 X2+ X+1)=0-(=1)+(-2)- 1+ (-2)-3=-8.
3. De méme, on a
X241 =(X2+1]X241)=v1-1+2-245-5 = /30,
X2+ X +1|=vV1-1+3-3+7-7=+59,
12X% = 5X| =00+ (=3) - (=3) + (-2) - (-2) = V13.

Exercice 3 :

1. Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R3, on a

(z+ 2y +32)* =1((1,2,3) | (2,9,2))]?
<(1P4+22+3%) (2% + 92 +2%) < 14

2. Dans le cas d’égalité, toutes les inégalités ci-dessus sont des inégalités.
D’une part, on a z2 +y?+ 22 = 1. D’autre part, on a égalité dans l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, donc les vecteurs (z,y,2) et (1,2,3) sont colinéaires
d’aprés le cours. On en déduit que les cas d’égalités sont pour les vecteurs

1
(x,y,2) = iﬁ(1,2,3).

Exercice 4 :

1. Avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R?, on a
(z+y+2)?= ’((1 1 1) | (\/ix y \/gz))r
\/i? ) \/5 ) )
1\? 1)°
< — +12+<> 2% + 4% + 522
() v5) ) Bt ees)

1
10

2. Dans le cas d’égalité, toutes les inégalités ci-dessus sont des inégalités.

D’une part, on a 2224y2+522 = 1. D’autre part, on a égalité dans 'inégalité

de Cauchy-Schwartz, donc les vecteurs (v2z,y,v52) et (271/2,1,571/2)

sont colinéaires d’aprés le cours. On en déduit que les cas d’égalités sont

pour les vecteurs
10 /1 1 1
17\2"75)"

1. Avec Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans R”, on a
(@14 +a)? = (L. ) | (21,0 @0))]
(24412 (B4t a)
én(az%—l—'-‘—l—x%).

(v,y,2) =+

Exercice 5 :

2. Dans le cas d’égalité, on a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwartz, donc
les vecteurs (1,...,1) et (z1,...,2,) sont colinéaires d’aprés le cours. On
en déduit que les cas d’égalités sont pour les vecteurs

CA) A eR.

(x1,. .. pour

Exercice 6 : On a vu en cours que 'application donnée par

1
W(f.9) € €°([0,1), R)?, Uszf®WW
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est un produit scalaire. Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
1
o = [ (e"V/F@) (#V/7®)
0
1/2

< </01t2mf(t)dt> v (/01t2”f(t)dt) ,

ce qui donne le résultat en élevant au carré.

Exercice 7 : En effectuant la différence entre le second membre et le pre-
mier membres de I'inégalité, puis en utilisant I'identité du parallélogramme, on
obtient

2 (1+ [l=l?) (1 +[lyl?) —2 = [lz +y]?
=2llz)* + 2)lyll* = llz + ylI* + ll=)1 |yl
= llz — yl* + [lz)*[ly]* = 0
Exercice 8 :

e Une base de F est (u,u2) =
a

((1,0,1,-1),(0,1,1,0)). Par bilinéarité, on

v=(z,y,2t) e Ft & (w|u)=0 et (v]u) =0
S x4+2—1t=0 et y4+2=0.

On en déduit que F+ = Vect((l,0,0, 1),(0,-1,1, 1))
e Une base de G est (u1,u2) = ((1,-2,1,0),(1,0,0,—1
on a

)). Par bilinéarite,

v=(2,y,2,t) €EGF & (v|u) =0 et (v|u) =0
& v-2y+2=0 e z—-t=0.

On en déduit que G+ = Vect((1,0,-1,1),(0,1,2,0)).

Exercice 9 :

1. Tl est clair que F est une partie de Ry[X]. On vérifie les autres points de la
définition.
e Le polynéme nul est dans F' car il s’annule en 0.
e Soient P,(Q € F. On a

(P+@Q)(0)

donc P+ Q € F.
e Solent Pe FFet A\eR.Ona

(AP)(0) = AP(0) = A~ 0 = 0,

= P(0)+Q(0) =0+0 =0,

donc AP € F.
On a donc montré que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X]. De méme,
G est une partie de Ro[X] et on a
e Le vecteur Op,[x) € G car fol 0dt = 0.
e Soient P,QQ € G. On a

1 1 1
/0 (P+Q)(t)dt = /0 P(t)dt +/O Q(t)dt =0+0=0,

donc P+ Q € G.
e Solent PecGet AeR.Ona

1 1
/ (AP)(1)dt = /\/ Plt)dt = X0 =0,
0 0

donc AP € G.
On a donc montré que G est un sous-espace vectoriel de Ra[X].

2. En notant P = aX?2+bX +¢, on a

PeF < P0)=0 < c=0.
On en déduit que F = Vect(X, X?). De méme,
PeG <« / & St+5+c=0

On en déduit que G = Vect(2X —1,3X2 — 1).
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3. Par bilinéarité, on a

P=aX’4+bX+ceFt & (P|X)=0cet (P|X%)=0
< 9a+5b+3c=0 et 17a 4+ 9b+ 5¢ = 0.

On en déduit que F+ = Vect(X? — 3X + 2). De méme, on a

P=aX?+bX+c€G" & (P|2X—-1)=0 et (P|3X?>—1)=0
& 13a+Tb+3c=0 et 46a + 24b+ 12¢ = 0.

On en déduit que G+ = Vect(6X? — 9X — 5).
4. Sil'on note & = (Py, P1, P2), on a

(Po | P1)=(Po| P2)=(P1| P2) =0,

donc £ est une famille orthogonale. Comme elle est composée de polynome
non nul, la famille £ est aussi libre d’aprés le cours, donc c’est une base
orthogonale de F. Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de normaliser
les vecteurs de la base précédente. Une base orthonormée de E est donc

1 1
<2X(X —-1), X(X — 2),§(X - (X — 2)> .
Exercice 10 :

1. Vu en cours.

2. 11 suffit d’utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz
2
Te(A)? = |(In | A)|” < |ILa]?[| A = nTr(AT A).

De plus, on a égalité si et seulement si les matrices I,, et A sont colinéaires,
donc si et seulement si A est une matrice scalaire.

3. L’ensemble F est le noyau de la forme linéaire non nulle Tr : .#,(R) — R,
donc F est un sous-espace vectoriel de ., (R) de dimension n? — 1.

4. D’aprés le cours, on a dim(F+) = 1. De plus, on, remarque que I,, € F*-,
donc F* est I'ensemble des matrices scalaires.

Exercice 11 : En élevant I'inégalité au carré, en prenant la différence, puis en
utilisant la bilinéarité, on a

0 < flu+tol? = [[ul® = 2t(u | v) + £[|v]|.
Le membre de droite est une fonction polynomiale du second degré positive en
t, ce qui implique nécessairement que (u | v) = 0, donc u et v sont orthogonaux.

Exercice 12 :

1. On raisonne par double inclusion.

e Siu € (F+G)"*, alors il est orthogonal & tous les éléments de F +G. En
particulier, il est orthogonal & tous les éléments de F' et tous les éléments
de G, donc (F + G)* c F-nG+.

e Soit u € FE-NG*. Si x € F+ G, alors il existe (f,g9) € F x G tel que
r=f+getona

(ulz)=(ul|f)+(u|g)=0.
Donc u € (F+G)t et F- NG C (F+G)*.
2. Soit u € F+ + G*. Alors il existe (v,w) € F* x G+ tel que u = v + w.

Pour tout x € FN G, on a donc

(u]a)=(v]a)+ w]z)=0,
Ainsi u € (F N G)* et on a montré l'inclusion. Dans un espace euclidien,
on peut comparer les dimensions. D’une part, avec le cours, on a
dim ((F N G)l) = dim E — dim(F N G).
D’autre part, en utilisant le résultat de la premiére question
dim (F* +G*) = dim (F*) + dim (G*) — dim (F* 1 G*)
= dim(E) — dim(F) + dim(E) — dim(G) — dim ((F + G)l)
=2dim(F) — dim(F) — dim(G) — (dim(F) — dim(F + G))
= dim(E) — (dim(F) 4+ dim(G) — dim(F + G))
= dim(F) — dim(F N G).
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Les deux sous-espaces vectoriels ont la méme dimension, donc ils sont
égaux.

3. Soit f € F. Pour tout g € F+, on a (f | g) = 0, donc f € (F1)*, d’on
I’inclusion. Dans un espace euclidien, on peut comparer les dimensions,

dim ((FL)l) — dim(E) — dim(FL) = dim(F).

Les deux sous-espaces vectoriels ont la méme dimension , donc ils sont
égaux.

Exercice 13 :
1. Si (P,Q) € RIX]? on a

1 [T —— 1 (" ‘ .
P - P(eit —it — P —it it )
P1Q) = 5 [ PEQEe it = o [ P
Finalement, en posant u = —t, on obtient (P |Q) = (P | @), donc le

nombre (P | Q) est réel.
2. On démontre que ’application vérifie la définition.
e Symétrie : On la déduit du méme changement de variable que ci-dessus.

e Bilinéarité : Démonstration analogue & ’exercice 1.
e Positivité : Si P € R[X], on a

(PIP)= 5 /ﬂ P(e")P(e")dt = % /“

2m —T -7

e Définie : Si P € R[X] telle que (P | P) = 0, alors la fonction t + | P(e®)|?
est continue, positive et d’intégrale nulle sur [—m, 27|, donc elle est nulle
sur [—m, ). On en déduit que le polynéme P a une infinité de racines,
donc P = 0.

3. Si (m,n) € N? avec m # n, alors

1 T 1 eit(m—n) T
Xm| X" = — zt(m—n)dt - _
e xm = o [ [ ] 0,

|P(e)|?dt > 0.

. 2w

1 L
X712 = (X™ | X™) = — / gitlm=m) gy _ 1.

2 J_,

Ainsi la base (X"),en de R[X] est orthonormée.

Exercice 14 :
1. Vu en cours.

2. En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt & la base (1, X, X2) de E, on
trouve la base orthogonale

1 1
LX - X?—-X+2).
(’ 2’ +6)

En normalisant, on en déduit que
(1, V3(2X —1),V5(6X% — 6X + 1))
est une base orthonormée de FE.

Exercice 15 :
e En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt & la base de F' donnée dans
I’énoncé, on trouve qu'une base orthonormée de F' est

1 1
—(1,0,1,—1), ——(—1,3,2,1) ) .
(G500t -0 -1 22.0)
e En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt & la base de G donnée dans
I’énoncé, on trouve qu’une base orthonormée de G est

1
<(]~a _2a 1a 0)7

1
NG — (5,2, —1,6)) .

V66

Exercice 16 :

1. Comme dim H+ =1 < 2 = dim H, il est plus rapide de calculer la projec-
tion orthogonale sur H+. Comme H est le plan d’équation

r—2y+z=0% ((1,—2,1) | (m,yjz)) =0,
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on obtient qu'une base de H' est (1,—2,1). On en déduit une base ortho-

normée de H' en posant e = —
V6

u=(z,y,2), on a
1
pL(u) = (ul]e)e= 6(x—2y—|—z, —2r+4y — 2z,x — 2y + 2).
Avec la relation pg + py1 = Idgs, on en déduit
1
pa(u) =u—pyi(u) = 6(51“ +2y — 2,20 4+ 2y + 2z, —x + 2y + 5z2).
2. D’aprés le cours, on a

d((a,b,c), H) = ||(a, b, ) = pr(a, b, c)|| = [lpsr+(a, b, c)|

(1,—2,1), puis d’apres le cours, en notant

= é\/(a—2b+c)2+(—2a+4b—20)2+(a_2()+c)2
la=2+d
NG .
Exercice 17 :

1. On remarque facilement qu’une base orthonormée de F' est donnée par

1

(ul,uQ) = <\/§(1,0,—1,0),

1
7

Ainsi, en notant v = (z,y, z,t), on en deduit

(0, 1,0,-1)) .

1
pF(U) = ('U”LL1>’U,1+<’U ‘ UQ)’U,Q: i(x_zvy_tvz_xvt_y)
2. D’aprés le cours, on a
d((a,b,c,d), F) = ||(a,b,c,d) — pp(a,b,c,d)]||

1
= Sl@teb+dateb+ad)

= \;5\/(a+c)2—|—(b+d)2.
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Exercice 18 :

1. En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (1, X) de R;[X], on

trouve que o
2= (3 7Ex 1)

est une base orthonormeée de R [X].

2. Comme (1, X) est une base de Ry[X], on a part bilinéarité que P = aX? +
bX + c € I vérifie

PcFt & (P|1)=0ce (P|X)=0
P(0)+P(1)+ P(2) =0 et P(1)+2P(2)=0
5a4+3b+3c=0 et 9a+5b+3c=0

a=3c et b= —6c¢.

=
=
=

Ainsi, on a Ry [X]+ = Vect(3X?2 — 6X + 1) et une base orthonormée de ce
1
dernier est £ = —(3X%2 - 6X +1).

V6
3. Le plus rapide est de commencer par calculer la projection orthogonale sur
R;[X]*+. Avec la formule du cours, on a

Pr,(x)+(P) = (P | E)E.
On en déduit que la projection orthogonale sur Ry[X] est définie par
pryx)(P) =P —(P|E)E.

En notant P = aX? 4+ bX + ¢, on trouve
1
PR, x](P) = (20 + )X + §(3c —a).

4. Finalement, d’aprés le cours, on a

A(X2 Ri[X]) = [Ipay e (X)) = |(X2 ] )| = ‘0_56*4‘ - 56
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Exercice 19 : On a vu que 'application donnée par

1
“PQ) e XX (P1Q) = [ PO
0
est un produit scalaire sur R[X]. Par définition, on doit calculer

1
inf / (t* —at—b)’dt = inf [ X*-— PH2 =d(X?%,Ry[X]))2
a,beR 0 PGRl[X}

Il faut donc calculer la projection orthogonale de X2 sur Ry [X]. D’aprés I'exer-
cice 14, une base orthonormée de Ri[X]* est £ = v/5(6X2? — 6X 4 1). On en
déduit avec le cours que

Prix)- (X?) = (X? | B)E,
puis que

1
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