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CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N°13

Partie I

1. G est le rang du premier succeés dans une suite indépendantes d’épreuves de Bernoulli de parameétres p, donc G < G(p).

1
D’apreés le cours, E(G) = — et V(G) = % .
p p

2.(a) Pour tout k € [1,R], X — G(p) et X =X1 + -+ Xg.

R
R
2.(b) Par linéarité de 1’espérance, on a E(X) = E E(Xy)=—.
p
k=1

R
Puisque les variables aléatoires (Xj)1<r<r sont deux a deux indépendantes, on a V(X)) = Z V(Xk) = _2q .
p
k=1
3.(a) Chaque variable aléatoire X étant & valeurs dans N*, X = X7 + --- + Xp est & valeurs dans ] =N\ {1,...,R—1}.
Toutes les valeurs de I sont bien atteintes par X : par exemple, siw € Qest tel que X1(w) =n € N*etVk € [2,R], Xp(w) =1,

alors X(w) =n+ R — 1, entier qui décrit I lorsque n décrit N*.

3.(b) D’aprés 'indépendance mutuelle des variables aléatoires (Xi)1<k<r , on a

n n
P(Xi=a1,....,Xp=1R) = HP(Xk:nk) = Hpanl _ pRgmtoinn-R _ pRon-R
k=1 k=1

3.(c) Notons D = {(1,...,zr) € (N), 21 +--- + g = n} qui est un ensemble fini, car inclus dans {1,...,n}%.
L’événement (X = n) s’écrit comme la réunion des ensembles disjoints (X =n) = U (X1 =21,...,Xr=12pr), donc
(z1,...,xr)ED
P(X=n)= Y PXi=umz,....Xg=2p) =y, plg" " = pfg" " x Card(D),
(x1,...,xr)ED (z1,...;xR)ED

et Card(D) = a(R,n) est le nombre de solutions de I’équation (F).
4.(a) Un partage de S est la donnée de R — 1 entiers s1,...,5z—1 tels que 0 < 51 < s < -+- < sg—1 < n, les R segments
non réduits & un point étant alors [0, s1], [s1, 2], -, [SrR—1,7].
Notons D’ = {(31, ooy 8p_1) ENFTL 0< sy <59 <o <sp1 < n} . Alors l'application

= b - b’ olonaposé S =x1; S2=T1+T2; ;8§ =1+ -+

¥ (1,...,2R) —> (S1,...,58-1) p 1 15 52 1 25 7 SR—1 1 R—1

est une bijection de D sur D'.
En effet, elle est bien définie de D sur D’ car pour tout ¢ € {0,..., R — 2}, 8,41 —8; = x;41 >0, et n— sg_1 =z > 0.
D’ — D

De plus, ’application ¢ =
’ (81,...,8371) — (81752—51,83—52,...,51{,1—Sng,TL—SRfl)

> est bien définie de D’
sur D et vérifie ¢ o p = idp .

4.(b) On en déduit que a(R,n) = Card(D) = Card(D’). Or un élément de D’ est déterminé de maniére unique par le choix

—1
de R — 1 éléments distincts parmi {1,...,n — 1}, donc Card(D’) = <2 1) , et finalement

n—1 _
P(X =n) = (R_l)qu" .

On a retrouvé la loi de Pascal de parametres R et p.



Partie 11

R
1. Pour tout n € N*, I'événement (Y < n) s’écrit ﬂ (Xk < n) donc par indépendance mutuelles des variables aléatoires

(Xk)1<k<r, On & k=1

P(Y < )*ﬁP(X <n) = (S T (v -1 _ & L—q"\ _ . R
k=1 3 =1

k=1

La formule précédente reste valable pour n = 0 puisque P(Y < 0) =0, car Y est & valeurs dans N*.

Puis on écrit, pour tout n € N*, (Y <n) = (Y <n—1)U(Y =n) et ¢’est une réunion d’événements incompatibles, donc

VneN', PY=n)=PY<n-PY<n-1) = (1_qﬂ)R_(1_qn—l)R'

2.(a) Comme a la question précédente, on écrit pour tout n € N*, (Z > n—1) = (Z = n) U (Z > n) et s’agissant
d’événements incompatibles, il vient v, _1 = u, + v, donc u, = vy_1 — v, .

2.(b) On en déduit que pour tout N € N*,

N N N N N-1 N N-1
Znun = Zn(vn,l—vn) = van,l—van = Z(n+1)vn—2nvn = Zvn—NvN.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0 n=0 n=0
N N—-1 +oo
Si la série > v, est convergente, alors la majoration VN € N* | Z Ny, < Z Up < Z vy, (car Vn € N, v, > 0) prouve

n=1 n=0 n=0
que les sommes partielles de la série & termes positifs > nu, sont majorées, donc cette derniére série est convergente.

2.(c) e La variable aléatoire Z étant & valeurs dans N, la série Z Uy, est convergente et de somme 1.

too n=0
De plus, on a (Z > N) = U (Z = n) et s’agissant d’événements incompatibles, on obtient
n=N+1
—+oo —+oo
v =P(Z>N)= > PZ=n)= Y u,
n=N+1 n=N+1

ce qui est le reste d’ordre N de la série Y uy, .

e On a, pour tout n > N + 1, 0 < Nu,, < nuy,, et si la série Y nu, converge, on obtient en sommant

e Dans ce cas, le reste d’ordre N de la série convergente > nu,, tend vers 0 lorsque N tend vers +o00, donc ’encadrement
précédent prouve que Noy —— 0.
N —+o00

2.(d) Par définition, Z posséde une espérance finie si et seulement si > nP(Z = n) = > nu, est absolument convergente,
ce qui équivaut a dire qu’elle est convergente puisque c’est une série a termes positifs.

Or on a vu & la question 2.(b) que > v, converge = > nu,, converge.

N—1
Réciproquement, si > nu, converge, alors d’apres 2.(b) et 2.(c), Z Uy = Z nu, + Noy —— Z nu, = E(Z), ce qui
o N—+o00 -

montre que la série Y v, est convergente, et que sa somme vaut E(Z).

3.(a) Constatons d’abord qu’en posant Z =Y, on a bien v, = P(Z >n)=P(Y >n)=1-P(Y <n)=1- (1 - ¢")F

D’apres le développement limité a lorigine, (1 + w)® = 1+ au+o(u),ona
vy, = 1—(1—¢")F 5 1-— (1 — R¢" + o(q")) = Rq" +0(q"), donc w, o Rq™ .

D’apres le critére d’équivalence pour les STP, la série Y v, a la méme nature que > Rq™, qui est une série géométrique
convergente puisque ¢ € ]0, 1].



D’apres la question précédente, ceci prouve que la variable aléatoire Y posséde une espérance, et que E(Y) = Z Up -

3.(b) Lorsque R=2,onaVneN, v, =1— (1 —¢")? =2¢" — ¢*", donc

+oo
P 1 1+42¢
E(Y) = Z(2qn_q2n) — — 5 = 5
= l—q 1-g¢ l—q
4.(a) OnaVvVz eR,, f(z) = 1—(1—65”1“‘1)1% donc f est dérivablesur R, et Vo € R, , f/(z) = R(Ingq)e”™?(1—e”n9) <o

car Ing < 0 et 1 —e*™9 > 0. Ainsi, f décroit sur R, .

4.(b) Comme & la question 3.(a), on obtient f(z) o Rq® = Re®™m4 et s’agissant de fonctions positives, on conclut que les
o0

—+oo —+oo
intégrales f(z)dx et Re™™4 dz ont méme nature : convergente d’apreés le cours puisque Ing < 0.
0 0

4.(c) On reconnait dans le second membre la somme des termes d’une suite géométrique de raison 1 — ¢* € [0, 1], donc

R-1

T T xl — (1 — qI)R T
*1=q") = ¢"5—r—— = 1-(1-¢")" = [f(2).
= 1—(1-g")
—+o0
Or chacune des intégrales q"(1—¢")¥ dx est convergente, d’aprés lencadrement Vo € R, , 0 < ¢%(1—¢%)F < ¢° = e*n9

0
et le fait que & — ¢” est intégrable sur R, , comme on I’a déja remarqué. On a de plus

+oo 1 _ukd 1 k4171 1
/ (1 — ¢®)Fdx = / —waw 2 [u } = .
0 {u:k @ ] o Ing Ing [k+1], (k+1)lng

q
du=—(Inq)q”dz

k

On pouvait aussi reconnaitre le motif u’ x u® & un facteur pres. On en déduit, par linéarité de I'intégrale, que

= X [Craeere -l S

5.(a) C’est immédiat, puisque f est décroissante sur R, et v, = f(n).
5.(b) On intégre 'encadrement précédent sur le segment [n,n + 1], ce qui donne vy, 41 < / f(z) dz < vy, puis on somme

l'inégalité / f(z)dx < v, pour n € [0, N] et I'inégalité v, 41 < / f(z)dx pour n € [0, N — 1], d’ou

/ONHf(:v) dx

N N N
< Zvn < / f(x)dz +vy = f(z)dx+1,
0

n=0 0

car vg = 1.

5.(c) On peut faire tendre N vers +o0o dans encadrement précédent, car les trois termes possédent une limite finie lorsque N
tend vers 400, et ’encadrement souhaité en découle apres un changement d’indice évident sur la somme.

1 1 1
6. On integre l'inégalité Vo € [k, k + 1], il < p < 7 Swr le segment [k, k + 1], puis on somme les encadrements obtenus
pour k variant de 1 & R, et on obtient Pencadrement souhaité comme & la question 5.(b).
g
On a donc In(R+1) < z < 1+InR, dou
k=1
In(R+1) 1+InR In(R+1) Ing l1+InR  Ing
——— " < EBEY)< ———+1 d ——F— < — Y) <
Ing ¥) Ing + one InR InR (¥) " ImnR IR’
Lorsque R tend vers 'infini, les deux bornes tendent vers 1 (par exemple en écrivant In(R+ 1) =In R+ In(1 + %)), donc le
1 1
théoréme des gendarmes montre que -1 EY) S 1, ce qui signifie que E(Y) ~ IR .
InR R—+ +o0 lnq



Partie 111

1. Z, est le nombre de rosiers dont la greffe a pris pendant la (n + 1)¢ semaine.

2 Y] est le nombre de succes dans une suite de R épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre p, donc Y; < B(n,p).

D’apres le cours, F(Y1) = np et V(Y1) = npq.

3.(a) La variable aléatoire Y;, est a valeurs dans {0,..., R}, donc la famille ((Y, = m)o<m<r) est un systéme complet
R
d’événements, et par conséquent d’apres la formule des probabilités totales, P(Y, 11 = ¥) = Z P((Yay1 =0 N (Y, =m)).
m=0

Orsim>/fona (Y1 =0)NY,=m)=etsi0<m<Lliona (Vo1 =0)NY,=m)=(Z,=0—m)N(Y,=m).

On a donc

4 4
VEE[O,R], P(Ynj1=10) = > P((Zn=L-—m)N(Yo=m)) = > P(Zn=L—m|Y,=m)xP(Y,=m).
m=0 m=0

3.(b) SiY, = m, il reste a l'issue de la n® semaine R —m rosiers non greffés, et on retente une greffe sur chacun de ces rosiers.
On obtient a nouveau un schéma binomial : la loi de Z,, sachant Y;, = m est la loi binomial B(R — m, p), indépendante de n.

¢
4.(a) On a d’aprés (x), V£ € [0,R], P(Yo=1¢) = Z P(Zy =4—m|Y1 =m)P(Y1 =m), avec, d’apres ce qui précede,
m=0

R R—m
P(Yl zm) = ( )pqu—m ot P(Zl :E—m|Y1 :m) — (é_m>p€—qu—e7

d’ou la formule donnée par ’énoncé.

4.(b) Tous les coefficients binomiaux écrits ont un sens, et on a
R\ (R—-m\ _ R! o (R —m)! B R! y 1 y o (R\ (L
m)\l—-m) m(R-m) "~ ({—m)(R—-0)! (R-=0O!" ml(f—m)! "¢  \¢£)\m/)"

4.(c) D’apres les deux questions précédentes, on a

(e (e - £ (0o

¢
R\ 4 op-o CN pom _ (B ¢ o2 ‘ LA
(E P q E m )1 =, )ra (14+¢q)" (formule du bindme)

m=0

E
&
I
S
I

ce qui est la formule annoncée.
R

La variable Y3 est & valeurs dans [0, R] et V/ € [0,R], P(Yo =¢) = (E

)xf(l—x)R_f, onaposé v =1-¢*>=p(l+q),

donc Y3 suit la loi binomiale de parameétres R et 1 — ¢2.

5. On proceéde par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, on a déja prouvé que Y; suit la loi binomiale B(R,¢) = B(R,1—q).
Supposons que Y, suive la loi B(R, 1 — ¢™) et montrons, grace & la relation (%), que Y41 suit la loi B(R,1— ¢"*1).
Y41 est & valeurs dans [0, R] et, pour tout £ € [0, R],

P(Z, =L—-m|Y, =m)P(Y, ZZ: ( ) f=mgfi=t % (R> (1 — g")mgnE—m)

m
0 =0

R\ (¢ R o n(l—m
(é)( )(1_qn)mp€ qu L+n(R—m) _ (6 qn-l-l)(R £) Z( ) n mpé q (6—m)

g HDE- e) —q +pq) _ ( >( _ gl 1)

M~

P(Yn+1 == 6) -

m

e

ce qui montre que Y, 11 — B(R,1—¢"*1).

|
1M~

0
R
l



Remarque : le résultat obtenu peut se démontrer directement et beaucoup plus facilement : chaque rosier a une probabilité ¢
de ne pas étre greffé chaque semaine, donc la probabilité g™ de ne pas étre greffé a I'issue de la n® semaine, donc la probabilité
1 — ™ d’étre greffé a l'issue de la n® semaine.

Y., représente le nombre de succes lors de R épreuves indépendantes de Bernoulli de parameétres 1—¢", donc Y, — B(R,1—¢").

6. On a

R k 0 sio<k<R-1
VEke O,R ,PYn:k _< > 1_q" qn R—k
o ) K ( )@ n=toe |1 sik=R

ce qui est conforme a I'intuition : tous les rosiers finissent presque siirement par étre greffés.




