
DM 7

Devoir Maison n◦7
Correction

1. Les fonction x : t 7→ x(t) =
t.ch(t)− sh(t)

ch(t)
et y : t 7→ y(t) =

1

ch(t)
sont définies et de classe C∞ sur R.

De plus, x est impaire et y est paire, donc la courbe C est symétrique par rapport à l’axe Oy et on peut réduire
le domaine d’étude à l’intervalle I = [0,+∞[.
Pour tout t ∈ I, on a : 

x′(t) = th2(t) > 0

y′(t) = − sh(t)

ch2(t)
6 0

,

et on en déduit le tableau de variations suivant :

t 0 +∞
x′(t) 0 +

+∞
x ↗

0
y′(t) 0 -

1
y ↘

0

L’axe Ox est donc asymptote à la courbe quand t→ +∞, la courbe étant au-dessus.
Le point M(0) est stationnaire et :

x′′(t) = 2th(t)(1− th2(t))

y′′(t) =
2ch(t)sh2(t)− ch3(t)

ch4(t)

⇒

{
x′′(0) = 0

y′′(0) = −1
,

donc la tangent à C en M(0) est verticale.
On obtient alors :

2. En remarquant que l’on a :

(x′(t), y′(t)) =

(
sh2(t)

ch2(t)
,− sh(t)

ch2(t)

)
=

sh(t)

ch2(t)
(sh(t),−1),

on en déduit que le vecteur de coordonnées (sh(t),−1) dirige la tangente en tout point, y compris en M(0).
On a alors :

∆ :

∣∣∣∣∣∣
x− t+ th(t) −sh(t)

y − 1

ch(t)
1

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ x+ y.sh(t)− t = 0.
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3. Le point A(t) a pour coordonnées (t, 0), donc le vecteur
−−−−−−→
M(t)A(t) a pour coordonnées

(
th(t),

−1

ch(t)

)
, ce qui

donne :

M(t)A(t) =

√
th2(t) +

1

ch2(t)
= 1.

4. La fonction ϕ est définie et de classe C∞ sur R, elle est de plus impaire, donc la courbe représentant ϕ est
symétrique par rapport à l’origine du repère O et on peut encore réduire le domaine d’étude à l’intervalle
I = [0,+∞[.
Pour tout t ∈ I, on a :

ϕ′(t) =
ch2(t)− 2

ch2(t)
,

qui est du signe de ch2(t)− 2.
Or, la fonction ch induisant une bijection de R+ sur [1,+∞[, il existe un unique réel positif t0 tel que ch(t0) =

√
2.

On en déduit le tableau de variations suivant :

t 0

ϕ′(t)

0

ϕ

0

t0

β0

–

��

+∞

+∞

+

AA

avec t0 ≈ 0, 88 et β0 ≈ −0, 53.

Graphe de ϕ :

5. a. En remarquant que x2 + y2 − 2αx = 1 − α2 ⇔ (x − α)2 + y2 = 1, on en déduit que (Γα)α∈Z est la famille
des cercles centrés sur Ox et de rayons 1. On notera Ω(α, 0) les centres de ces cercles.

b. Il existe un point M(t) de C sur Γα si, et seulement si :

(t− th(t)− α)2 +
1

ch2(t)
= 1 ⇔ (t− α)2 − 2th(t)(t− α) + th2(t) + (1− th2(t)) = 1

⇔ (t− α)2 − 2th(t)(t− α) = 0

⇔ (t− α)(t− α− 2th(t)) = 0

⇔ (t− α)(ϕ(t)− α) = 0.

On a donc toujours la solution t = α, plus la ou les solutions de ϕ(t) = α.
Il y aura donc exactement deux solutions si, et seulement si, l’équation ϕ(t) = α admet une unique solution.
L’étude précédente de la fonction ϕ nous donne alors immédiatement l’existence et l’unicité du nombre réel
α0 = |β0| ≈ 0, 53 tel que, si |α| > α0, alors l’intersection de C avec Γα se réduit à deux points.
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c. Pour tout α ∈ R, on a vu que les tangentes à C enM(α) sont les droites ∆ : x+y.sh(α)−α = 0, qui passent
par les points Ω(α, 0).
De plus, on a vu à la question 3 que M(α)A(α) = 1, ce qui implique que le point M(α) appartient au cercle
Γα puisque A(α) = Ω(α, 0).
Or, tout rayon [Ω,M ] d’un cercle et orthogonal à la tangente au cercle en M , donc on en déduit immédia-
tement que les tangentes à Γα et à C sont orthogonales en leur intersection M(α).
Visualisons tout ceci sur un schéma :
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