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— Devoir Maison n°6 —

Partie 1

Soit f une fonction définie sur R _continue et bornée . Pour tout réel s > 0, on pose :

+o0o
F(s) = / e St f(t)dt.
0
+oo
1.a. Calculer/ e st dt.
0
+oo
b. Montrer lintégrale généralisée F'(s) = / e *'f(t) dt est définie.
0

2. On considére un réel u, et deux réels positifs a et b, tels que a < b. Dans cette question uniquement, on suppose
que :

f)=u sia<t<b et f(t)=0 sinon.
Que vaut F(s) dans ce cas?

3. Dans cette question uniquement, on considére une suite (u,)nen de réels strictement positifs et vérifiant, pour
tout n € N : u,, <1.

On suppose aussi, dans cette question uniquement que f est définie par :

f(®) =(-1)"u, sin<t<n+1, pour tout entier naturel, n, et f(t)=0 si t<D0.

a. Soit N € N*. Montrer que :

S

N 1—es 2
/0 e S f(t)dt = ——— Z (=1)"upe™™").
n=0

b. Montrer que la série de terme général (—1)"u,e” " converge.

c. En déduire que F(s) peut s’écrire comme somme d’une série, dont on donnera lexpression du terme général
en fonction du réel s.

Partie 2

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1. Résoudre dans R I’équation 2 + x — 1 = 0. On désignera par x; et x5 ses racines, avec x; < Ts.

2. Montrer que la fonction f : z +—> est de classe C* sur R privé de x; et zo.

22+x—1
3. Rappeler la formule de Leibniz donnant la dérivée ni®m¢ du produit de deux fonctions u et v de classe C". Cette
dérivée n'®™° est notée (uv)™.
4. On suppose, uniquement dans cette question, n = 2.
En utilisant la relation (2% 4+ 2 — 1) f(x) = 1, montrer que, pour tout z € R\ {z1, x5} :

(22 + 2 = 1)) (@) + n(22 + 1) D (@) + n(n — 1) f"(2) = 0.

f(p) (0)

5. On pose, pour tout entier naturel p : a, = '
p!

a. Que valent ag et ay ?
b. On suppose, uniquement dans cette question, p > 2. Montrer que : a, = ap—1 + ap—2.

c. En remarquant que (a,)pen est une suite récurrente d’ordre 2, exprimer, pour tout entier naturel p > 2, a,
en fonction de p, z1 et xs.
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6. Exprimer, en utilisant la formule de Taylor-Young, le développement limité a 'ordre n au voisinage de 0.
7.a. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 _a b
24+r—1 zx—37 T—To

b. Exprimer, en fonction de x; et xs, la dérivée n'*™° de la fonction x — .
Xr — X9

c. Retrouver alors le résultat du 5c.

Partie 3
+o00
1l.a. Soit z €]0,1[. que vaut Z nx™?
n=1
b. En déduire, pour tout réel y > 1 :
=X 1

2. On introduit la suite (wy,)pen définie par :
wo = 0,w; = 1, et, pour tout entier naturel n > 2, w, = wy_1 + Wy_2.

a. Exprimer, pour tout entier naturel n > 2, w,, en fonction de n.
Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z wpx'?

b. Montrer que, pour des valeurs du réel x convenables :
+oo
(1 —x—ch)an:v" =x.
n=0

c. En déduire, pour des valeurs du réel y que l'on précisera :

™= W, 1

-1
n=0 y”
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