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Devoir Maison n°5

Correction

Exercice 1

1. a.

On écrit d’une part que :
BAB — AB = B(AB - \I)
et donc :
det(BAB — AI) = det(B)xap(\).
En écrivant d’autre part que :
BAB — A\ =(BA - \)B,
on obtient cette fois que :
det(BAB — M) = xga(\) det(B).
On peut simplifier par det(B) qui est non-nul et on trouve que xap = xBA.
On a ainsi montré que AB et BA ont bien le méme polyndme caractéristique.

Soit z € E)(f o g), c’est-a-dire que fog(x) = Az. On a :
go f(g(x)) = g(fog(2)) = g(Az) = Ag(x).

Ceci prouve que g(z) € Ex(go f), et donc que g(Ex(f og)) C Ex(go f).
Par symétrie des roles joués par f et g, on a aussi f(Ex(go f)) C Ex(fog).

f et g étant des isomorphismes, ils conservent la dimension, et on a donc :

dim(g(Ex(f 0 9))) = dim(Ex(f © g)) et dim(f(Ex(go [))) = dim(Ex(g o f)).

D’autre part, les inclusions démontrées a la question précédente prouvent que

dim(g(Er(f 0 g))) < dim(Ex(go f)) et dim(f(Ex(go f))) < dim(Er(f ©g)).

Si on met tout ensemble, on en déduit que :
dim(Ex(f 0 g)) < dim(Ex(go f)) et dim(Ex(go f)) < dim(Ex(f o g)).

Ainsi, les espaces propres Ey(f o g) et F) ont méme dimension.

Soient A1,..., A, les valeurs propres de f o g. Alors, puisque f o g est diagonalisable, on a :
dim(Ey, (fog))+ -+ dim(E,\p (fog)) =n.

D’aprés le résultat de la question précédente, on a aussi :
dim(Ex, (g0 f)) +--- 4+ dim(E), (g o f)) = n.

Ainsi, la somme des dimensions des sous-espaces propres de g o f est (au moins) égale a n.
C’est bien que g o f est diagonalisable.

Si 0 est valeur propre de f o g, alors det(AB) = 0. Mais det(AB) = det(BA) = 0, et donc 0 est valeur propre

de go f.
On utilise la relation suivante :

(AB—al)C =1 = ABC = I+ aC.

En développant, on trouve :

(BA—al)(BCA—-I) = B(ABC)A— BA—aBCA+ ol
= BA+aBCA—- BA—-aBCA+ ol
= aol.
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On en déduit que det(BA — ) est non-nul, puisque 'on a :
det(BA —al) x det(BCA—1) =a" #0,

et donc que BA — ol est inversible.

c. On raisonne par contraposée. Si o n’est pas une valeur propre de f o g, alors AB — al est inversible, et par
la question précédente, BA — al est inversible, c’est-a-dire que a n’est pas une valeur propre de g o f. Par
contraposée, toute valeur propre de g o f est une valeur propre de f o g.

Par symeétrie du role joué par f et g, fog et go f ont les mémes valeurs propres.

d. On va travailler en dimension 2, avec des matrices non-inversibles. Prenons
10 0 1
A(O 0)etB<O O),
0 1 0 0
= (D ) amas(90)
La matrice BA est diagonalisable (elle est méme diagonale), tandis que AB ne l’est pas puisque :

xAB = X% = Sp(AB) = {0},

de sorte que

alors que :
rg(AB) =1 = din(Ey) = dim(Ker(AB)) =1 # 2.

Exercice 2

. On vérifie sans difficulté que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire sur
E.

. Puisque H est un hyperplan de R3[X] (c’est le noyau d’une forme linéaire), sa dimension est 3.

Pour trouver une base de H, il suffit de trouver trois vecteurs indépendants.

Posons par exemple R(X) = X — 1, Ra(X) = X? — X et R3(X) = X® — X% (Ry, Ry, R3) est une famille
de 3 éléments de H, qui est libre car les degrés respectifs des R; sont distincts. On a donc bien une base de
I’hyperplan.

Il est possible aussi de déterminer une base de I'hyperplan comme on le fait usuellement quand on connait
I’équation d’un sous-espace vectoriel.

Notons P(X) = ag + a1 X + aX? + a3 X>. On a donc :

ap = —a1 —az —as
a; = al
PeH < aqy+a14+a2+a3=0 < aqp=—a1 —as — a3 < a a
2 = 2
as = as.

Cette méthode donne comme base (X — 1, X% — 1, X3 — 1).
. Il suffit d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt & partir de 'une des bases construites a la question précédente.

On a donc :
R, \f
P=—=4/=-(X-1).
| Ry || 2

Posons Pj = Ry + APy, avec A de sorte que (Pj, P1) = 0, ce qui entraine A = —(Pp, Rz).
Apreés normalisation, on trouve :

Py, = \/E(XQ — (X +1)/2).

On procéde de méme pour Ps, et on trouve :

Py = \/E(XQ—(X2+X+1)/3).

.Ona: .

Py(X)=> (X,P)P; = _Tl (X*+X*-3X+1).
j=1

Il vient :
(X, H) = || X|* - |Pa(X)|* =1-3/4=1/4.
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