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CORRIGE DE LA SEANCE DE REVISION N° 4

Exercice 1

Vu les notations du début de probléme, les espaces considérés ici sont réels.

1. Soit # € E. On a z € Ker(u) = u(z) =0p = v(z) =w(u(z)) =w(0p) =0c = z € Ker(v).

2.(a) On choisit une base (ep1,...,e,) de Ker(u) (qui est de dimension n — p). Comme c’est une famille libre de E, on
peut la compléter en une base (e1,...,e,) de E d’apres le théoréme de la base incompléte.

D’apreés le théoréme du rang on a dimIm(u) = dim E — dim Ker(u) =n — (n — p) = p.

2.(b) La famille (f;)i<i<p est une famille de p = dim Im(u) vecteurs appartenant & Im(u), il suffit donc de démontrer qu’elle
est libre ou génératrice.

> 17 méthode : montrons qu’elle est libre. Soit (a1, ..., ) € RP tel que agf1+ -+ apfp =0p. On a
Or = aru(er) + -+ -+ apulep) = u(a161 + -+ ozpep) = age1 + -+ apep € Ker(u)

d’ou Pexistence de n —p réels api1, ..., an tels que arer +- - -+ apep = apriepr1 +- - -+ ane,. Comme la famille (eq, ..., e,)
est libre, tous les «; sont nuls, comme souhaité.

» 2% méthode : montrons qu’elle est génératrice. Pour tout y € Im(u) il existe un élément x € E tel que y = u(z). On
décompose x dans la base (e1,...,e,) de E en x = aje; + - - + ape,, et alors

y =u(z) = cquler) + -+ apulep) + aprrulepss) + -+ anule,) = arfi+ -+ apfp,

=0F

ce qui montre que (f1,..., fp) engendre Im(u).

2.(c) D’abord w est bien défini comme élément de L(F, G) d’apres le théoréme de détermination d’une application linéaire.
Puis on vérifie que les deux éléments v et w o u de L(E, G) coincident sur la base (eq,...,e,) de E :

oSiie{p+1,...,n} onae; €Ker(u) donc u(e;) = 0p d’ott w o u(e;) = 0g mais aussi e; € Ker(v) (d’aprés ’hypothese)
donc v(e;) = 0g.

oSiie{l,...,p} onau(e)=f; doncwou(e;) =w(f;) =v(e;) par construction de w.

Ainsi v et w o u coincident sur une base de E donc ils sont égaux.

Exercice 2

k k

1.(a) Composons par f; a droite (par exemple) 1'égalité Zfl = idg. On obtient Zfi ofj=1f; et comme fiof; =w
i=1 i=1

lorsque ¢ # j, il reste f; o f; = f; ce qui prouve que f; est un projecteur de E. On retient que

V(i,j) € {1,....k}*, |fiofi=20i;f|

1.(b) C’est un résultat valable pour tout projecteur :

e Montrons que Ker(f; — Iq) C Im(f;) :

Soit © € Ker(f; — Iy), ona (f; — I4)(x) = 0g donc fj(z) —x = 0g dot z = f;(x) € Im(f;).

e Montrons que Im(f;) C Ker(f; — Iq) :

Soit x € Im(f;). 3y € E, z = f;(y). Onadonc f;(x) = (fj0f;)(y) = fj(y) = x donc (f; —I4)(z) = 0 dott x € Ker(f; — I4).



2. Considérons des réels ay, ..., ax tels que ag f1 + - -+ + ax fx (:) w, et montrons que a; = --- = ap = 0.
1

k

Soit j € {1,...,k}, on compose (1) par f; (par exemple & droite), il vient Z aifio f; = w et puisque f;o f; =6, f;, il ne
i=1

reste que ; f; = w d’olt oj = 0 car I'énoncé impose f; non nul. Ceci vaut pour tout j € {1,...,k}, d’ou le résultat.

La famille (f1,..., fx) est libre dans £(F) donc son cardinal est inférieur ou égal & dim (L(F)), c’est-a-dire .

3.(a) Soit j € {1,...,k} et z € G;. D’apres la question 1.(a), on a Im(f;) = Ker(f; — idg) donc x = f;(z). Ainsi,
file) = fi(fi(x)) = (fio f;)(@) = bi; fi(x) = bij x.
3. (b) Montrons 'existence et 1'unicité d’une telle décomposition.

e Existence : pour « € F, appliquons a x la relation idg = f1 + -+ + fx. On obtient = f1(z) + -+ + fr(z) et il suffit de

poser |z; = fj(x) | et de constater qu’on a bien z; € Im(f;) = G;.

k k
e Unicité : soit * € E. Supposons qu’on ait deux décompositions = = Z:z:j = Zyj avec r; € G; et y; € G; pour tout j.
j=1 j=1
On applique alors f; a I’égalité précédente, on obtient
k k
S fila) =D filys)
j=1 j=1

Or d’apres la question précédente on a f;(z;) = 0; j x; et aussi f;(y;) = d; ; y; , il reste donc x; = y; . C’est valable pour tout
entier ¢ € {1,...,n}, donc les deux décompositions sont bien identiques.

3. (c) Choisissons, pour tout j € {1,...,k}, un vecteur non nul z; € G; (c’est possible car G; # {0g} puisque f; # w).
Montrons alors que la famille (21, ..., zx) est libre dans E.

En effet, si ai,...,a sont k réels tels que ayxy + -+ + agxr = Op = 0g + --- + Og, alors 'unicité de la décomposition
prouvée a la question précédente montre que Vj, o; z; = Op, et puisque z; # Og, c’est que o; = 0 comme voulu.

Ainsi (z1,...,xx) est libre dans E donc son cardinal est inférieur ou égal & dim(FE), c’est-a-dire k < n.

4. (a) En utilisant la distributivité de o par rapport & + dans L(E),

k

k k k k k k
f o f = Z ajfj @) <Z CLle> = Z Z aj @ fj 9] fz = Z Z aj a; 51”' fj c’est-a-dire f o f = Z a? fj .
j=1 i=1 i=1 j=1

j=11 Jj=11i=1

4. (b) e Cherchons une CNs pour que f soit un projecteur.

k k k
fof=f <= Y afj =Y aif; < > (a—a)fj =w

Jj=1 J=1 Jj=1

< Vjie{l,...,k}, a®—a;=0 car (f1,..., fx) est libre dans L(E).

J

— |Vje{l,....k}, a; €{0,1}|.

e La condition précédente étant remplie, notons Iy = {z e{l,...,k},a; = O} et [y = {z e{l,....k},a; = 1} .

k
Avec ces notations, montrons que Ker f = Z GietImf = Z G, . Soit z € E. Ecrivons z = Z x; avec Vi, x; € G;. On a
i€ly el =1
k k k
f@) = asf; <Z> =2 > ai i) =) aiwi =3 a
i=1 i=1 j=1i=1 :;"x’ j=1 jen
=6 %

Donc

ze€Im(f) <= x=f(z) (car f projecteur) <= x = ij — z¢€ ZGi .
Jj€h jeh



et aussi

v €Ker(f) <= f(z)=0p <= » 2, =05 <= Vjel,z; =0p (unicité) < v=> 2, «> z€ » G;.
JEIL Jj€lo j€lo

Exercice 3

1 _
1.(a) Il est sous-entendu que f est un endomorphisme de E. On calcule M? = 3 ( —36 63 ) =M d’ou fof=fdonc f

est un projecteur de E. On a rg(f) = rg(M) = 1 ou bien, s’agissant d’un projecteur, rg(f) = Tr(M) = 1.

1.(b) On a dim(Im(f)) =1 = dim(Ker(f)) donc il suffit de trouver un vecteur non nul de Ker(f) et un vecteur non nul de

Im(f), et les vecteurs e; + ez et e; — 2e5 font manifestement 1'affaire, donc

‘Ker(f)zR-(el—i-eg)‘ et ‘Im(f) =R (e —262)‘.

2. Si on note f le projecteur cherché, on doit avoir f(e1) =0, f(e2) = ez et f(e3) = e3.

1 1 2
> 1™ méthode : soit B’ = (e1,e2,¢3). Onadetg(B)=| 3 0 —1 |=—6% 0 donc B’ est une base de E.
-1 -1 0
1 1 2
Notons P = Pgp = 3 0 —1 | la matrice de passage de B & B’. On a la formule de changement de base :
-1 -1 0
0 0 0 0 1 2
(flg=Pss x[flgxPes=P| 0 1 0 |P' =0 0 -1 |P"
0 0 1 0 10
On obtient Pz g = P~! en résolvant le systéme d’inconnues z,y et z suivant :
r+y+2z=a x4+ (—x—c)+23x—-b)=a x=gla+2b+c)
3xr—z=5b = z=3x—b = y=t(—a—2b—7Tc)
—r—y=c Yy=—Tr—=cC 22%(3(1—1-30)
1 2 1
d’otton tire P~' == -1 —2 —7 |. Finalement,
3 0 3
0 1 2 1 2 1 5 -2 -1
1 1
[fla==10 0 -1 -1 -2 -7 |=|-| =3 0 =3 |=[f]al
B 6 6 B
0 -1 0 3 0 3 1 2 7
> 24¢ méthode : si on note M = [ f ] 5 la matrice cherchée, on doit avoir
1 0 1 1 2 2
M 3 =( 0 ;o M 0 = 0 et M| -1 |=| -1
-1 0 -1 -1 0 0
et donc, en notant encore P la méme matrice que dans la 17 méthode,
0 1 2 0 1 2
MP=|0 0 -1 = M=[0 0 -1 |P'.
0 —1 0o ) deuP#0 0 -1 0

On termine comme précédemment par le calcul de P~ 1.

3. e Montrons que Ker(p) + Im(p) = E.
Pour z € E, on écrit comme le suggere ’énoncé x = y + z avec y =  — p(x) et z = p(z). On a bien z € Im(p) et aussi
y € Ker(p) car

p(y) = p(z —px)) =p(z) —p(p(z)) = plz)—p@)=0.



e D’apres le théoreme du rang, on a dim(Ker(p)) +dim (Im(p)) = dim(E), ce qui prouve finalement Ker(p) & Im(p) = E.

On pouvait aussi se passer du théoréme du rang en montrant que Ker(p) N Im(p) = {0}. En effet, si € Ker(p) N Im(p) on
peut écrire x = p(y) avec y € E et alors

0 p(x) =p(p(y)) = ply)==.

z€Ker(p) pop=p

4. e g est un projecteur de E car goqg= (Ig —p)o(Ig —p)=Ig —2p+pop=Ig—2p+p=q.

e On se rappelle que pour tout projecteur r, on a Im(r) = Ker(r — Ig). Ainsi,

Ker(q) = Ker(Ig —p) =|Im(p)| et Im(q) = Ker(q— Ig) = .

eOnapog=p—pop=p—p= OEetdeméme‘qop:poq:OE‘.

5.(a) Sixz € Ker(py) N Ker(pz) alors p1(z) = p2(z) = 0 d’ott q(z) = p1(x) + p2(z) —p2(p1(z) ) = 0 et donc = € Ker(q).
=0 =0 =0

5.(b) On garde & lesprit que pj o p2 # p2 0 p1 en général. Si on suppose que p; o py = O, alors

gogq = (p1+p2—p2opi)o(p1+p2—p20pi1)
[Propi]+piops—propropi+propr +[p2op2]|—p2oprops -+
o+ —P20P1OPI —P20P1OP2+P2OPIOPrOP)
P1+DP2+p20pr —P20pP1 —P20OP1

= p1+p2—p2op1 = ¢

donc g est un projecteur de F.

5.(c) Avec 'hypothése p1 o p2 = 0, si € Ker(q) alors p1(z) + pa(z) —p2 op1(z) =0 (#).

En appliquant p; aux deux membres de (#), et en utilisant p; o po = 0g et p1 o p1 = p1, il vient p;(x) = 0 puis on reporte
dans (#) ce qui donne pa(z) = 0. Finalement on a bien = € Ker(py) et z € Ker(pz) donc € Ker(py) N Ker(pz) et I'égalité
des ensembles est démontrée par double inclusion.

Exercice 4

1. Tout sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel posséde un supplémentaire. On a dim(Vect(u)) + dim(H,) = dim(E)
donc ‘ dim(H,) =n—1 ‘

2. Soit p, le projecteur sur Vect(u) parallelement & H,. On a f op, = p, o f donc
f(u) = f(pu(u)) = pu(f(u)) € Vect(u)

d’ou l'existence du réel A\, cherché.
u

3. Notons w = u + v. Par le méme raisonnement qu’a la question précédente (w n’est pas nul sinon (u,v) serait liée), il
existe un réel A\, tel que f(w) = A\yw. Ainsi,

Mo+ 0) = Agw = f(w) = Flu+v) = fu) + [(0) = M+ Ao

d’oti on tire la relation de liaison (A, — Ay )u4(Ay— Ay )v = 0 et puisque (u, v) est supposée libre, c’est que Ay —Ay, = 0 = Ayy— Ay
donc A\, = Ay

4. Eerivons v = au avec o # 0. On a d’une part f(v) = f(au) = af(u) = alu, et d’autre part f(v) = A\v = Ayou.
Puisque a # 0 et u # 0 c’est bien que A\, = \,.

5. Siw n’est pas nul, on a donc dans tous les cas f(v) = A\,v et ceci vaut aussi si v est nul, donc f est ’homothétie de E de
rapport \,. Réciproquement, toute homothétie commute avec tous les endomorphismes de E.

Le centre de L(E), c’est-a-dire I’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les autres, est donc ’ensemble
des homothéties de E.




