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Variables aléatoires (corrigé niveau 3).  
 
Loi d’une variable aléatoire, espérance et variance . 
71. On va noter kB  l’événement : « la boule obtenue au tirage numéro k  est Blanche ». 

a. L’événement )2( =X  correspond à tirer de suite deux boules Blanches ou deux boules Rouges. 
    Par incompatibilité puis indépendance des tirages, on a : 
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    L’événement )3( =X  correspond lui à tirer une boule d’une couleur puis deux boules de l’autre couleur. 
    Par incompatibilité puis indépendance, on obtient de même : 
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    Enfin et de la même façon : 
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b. En s’inspirant de ce qui précède, on constate que l’événement ).2( nX =  correspond aux événements  

    (incompatibles) consistant à obtenir une succession de boules de couleurs différentes lors des 2.2 −n   
    premiers tirages puis 2 boules de la même couleur, différentes de la couleur obtenue au tirage 2.2 −n . 

    Donc : ∀ 2≥n , ).2( nX =  est la réunion des événements )...( .21.22.23.221 nnnn BBBBBB ∩∩∩∩∩∩ −−−   

    et )...( .21.22.23.221 nnnn BBBBBB ∩∩∩∩∩∩ −−−  (qui sont incompatibles). 

    Ensuite par indépendance :  
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    qui est encore valable pour : 1=n . 
c. Avec un raisonnement similaire :  
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d. On a : ∀ 1≥N , 
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    qui tend vers : 1
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    qui tend vers 1 aussi car )1.2( += NXP  tend vers 0. 
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    car les deux séries convergent. 
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    à nouveau parce que toutes les séries convergent. 
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    Enfin : 
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72. a. Pour n  fixé dans �, on commence par utiliser la formule des probabilités totales avec le système  

    complet d’événements donné par { )0( =nX , )1( =nX , )2( =nX }, et :  

      )2().0()1().0()0().0()0( 1)2(1)1(1)0(1 ==+==+==== +=+=+=+ nnXnnXnnXn XPXPXPXPXPXPXP
nnn

. 

    • Si )0( =nX , cela signifie qu’il y a dans B1 0 boules Blanches et 2 boules Noires dans B2, donc on va  

    tirer une boule Blanche dans B2 et la mettre dans B1, autrement dit 1+nX  vaudra 1 et :  

      0)0( 1)0( ==+= nX XP
n

. 

    • De même si )1( =nX , alors 1+nX  vaudra 0 si on enlève la boule Blanche de B1 et qu’on ne tire pas  

    celle qui est dans B2, autrement dit (les deux tirages étant indépendants) : 
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    • Enfin si )2( =nX , alors on ne peut avoir 1+nX  nul car il faudrait enlever les deux boules Blanches ce  

    qui est impossible en un seul tirage, soit : 0)0( 1)2( ==+= nX XP
n
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    Finalement : )2(.0)1(.
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    En raisonnant de la même façon, on obtient : 
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A , répond alors à la question. 

b. Pour : 0≥n , il suffit de calculer : 
     1)2()1()0()2(.2)1(.1)0(.0)( 1111 ==+=+===+=+== ++++ nnnnnnn XPXPXPXPXPXPXE . 

    Donc la suite est bien constante à la valeur 1. 
c. Le polynôme caractéristique de A  se calcule par exemple en ajoutant à la première ligne les deux  

    autres, et : )
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    Puisque A  admet 3 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. 
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d. La variable aléatoire 0X  a pour loi : 0)0( 0 ==XP , 0)1( 0 ==XP , 1)2( 0 ==XP . 

    Puis on obtient celle de nX  à l’aide de : ∀ n  ∈ �*, 0.UAU n
n = , et en développant :  
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73. a. Soit donc : n  ∈ �. 

    La variable nX  prend ses valeurs dans { }n,...,1,0  et { )0( =nX , )1( =nX ,…, )( nX n = } forme une  

    système complet d’événements. 
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c. En reprenant la remarque faite dans la question 1 sur le système complet d’événements, on a donc : 
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    • Pour : 0=n , on obtient : 1
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      1)(1)( 11 ++=+ ++ nnn XEuXE , et finalement : )()( 11 nnn XEuXE += ++ . 

    On en déduit par récurrence que : ∀ 1≥n , 
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    car 0X   est nulle.  

 e. Le mobile se retrouve à l’origine à l’instant n  pour la première fois s’il n’a fait que se déplacer vers la  
    droite, sauf au dernier mouvement où il est revenu à l’origine soit : 
      ∀ n ∈ �*, )0()1(...)1()( 11 =∩−=∩∩=== − nn XnXXnT , 

    et donc par la formule des probabilités composées :  
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    Puisque T prend ses valeurs dans �, on en déduit que : 
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    Autrement dit il est presque sûr que le mobile ne reviendra pas à l’origine.  

f. Enfin, il est clair que la série 
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    pas d’espérance. 
 

Lois usuelles, modélisations. 
74. Dans cet exercice on va noter : 

  • )(iNum  la variable aléatoire donnant le numéro de la boule obtenue au i ième tirage, pour : 1≥i ,       

  • nA  l’événement : « la boule obtenue au n ième tirage est identique à celle obtenue au )1( −n ième tirage », 

pour : 2≥n . 
En particulier, on a donc : ∀ 2≥n , )0)1()(())1()(( =−−=−== nNumnNumnNumnNumAn . 

Les variables aléatoires )(iNum  étant mutuellement indépendantes, les événements nA  le sont aussi. 

On peut également indiquer que : { } { }∞+∪+=Ω ,...1,)( kkT , 

puisque le premier tirage où on peut obtenir k  boules identiques est bien le k ième. 
a. L’événement )( kT =  alors à l’événement : « toutes les boules tirées sont identiques », autrement dit à  

    l’événement : ))1()2((...))1()(( NumNumkNumkNum =∩∩−= , soit encore 2... AAk ∩∩ , qu’il vaut  

    mieux penser ’’en commençant par la fin’’ (autrement dit le k ième tirage). 

    Donc par indépendance on a : 
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    (autrement dit que les boules 1,...,2 +k  sont identiques) et pas avant. 
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b. De la même façon, pour : 1≥n , l’événement )( nkT +=  s’écrit : 
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    En effet, cela correspond bien au fait que toutes les boules obtenues aux tirages 1,..., ++ nkn  sont 

     identiques, mais pas à celle obtenue au n ième tirage, et qu’on n’a pas obtenu k  boules identiques  
    jusqu’au n ième tirage. 

    Puis on réécrit : )(...)( 12 nTAAAnkT nnkn ≤∩∩∩∩=+= +++ . 

    Enfin par indépendance (justifiée avec des arguments similaires à ceux de la question a.) : 
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    puisque l’événement contraire de )( nT ≤  est bien : )( nT > . 

c. Puisque les événements ( )( nkT += )n≥1 sont incompatibles, la série 
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    En effet on a admis que l’opération s’arrête presque sûrement donc que )1),(( ≥= nnT  forme un  

    système complet (ou quasi-complet) d’événements, et donc que : 1)()0(
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    Enfin et puisque T  est en fait à valeurs dans { },...1, +kk , on a : 
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Remarque : on peut noter que si : 1=k , (soit une séquence d’une seule boule « identique » à obtenir) on 
    a bien : 1)( =TE . 

d. Soient les événements nB  : « les boules obtenues aux tirages kknkn ++ ....,,1.  sont identiques ». 

    Alors : 2.. ... ++ ∩∩= knkknn AAB ,  

    et toujours par indépendance : 
12..

1
)()...()( −++ ==

kknkknn
N

APAPBP . 

    Soit enfin B  l’événement : « l’opération ne s’arrête pas ». 
    Si l’un des événements nB  se réalise, alors B  ne se réalise pas. 

    Par contraposée, si B  est réalisé, alors aucun des événements nB  ne se réalise. 

    Donc : I
+∞

=

⊂
0n

nBB . 

    Enfin : ∀ m  ∈ �, 
1

1
0000

1
1))(1()(

+

−
====








 −=−==






=






 ∏∏
m

k

m

n
n

m

n
n

m

n
n

m

n
n N

BPBPBPBP II , 

    par indépendance, et enfin par continuité décroissante : 

      0lim)(
00

=






=






≤
=

+∞→

+∞

=
II
m

n
n

m
n

n BPBPBP , 

    puisque : 2≥N , et : 2≥k . 
    On conclut bien que : 0)( =BP , et donc que l’événement : « l’opération s’arrête », est presque sûr. 
 

75. a. Puisque X  correspond au nombre de boules Noires tirées, l’ordre dans lequel elles apparaissent n’est  
    pas important et seul l’ensemble des boules (Blanches ou Noires) tirées est important. 
    Donc Ω peut être choisi comme univers de l’expérience. 
b. )(ΩX  est un ensemble d’entiers positifs. 
    Le nombre maximum de boules Noires tirées est : 
      • n , s’il y a plus de n  boules Noires au départ, soit : pNn .≤ , et : 

      • pN.  s’il n’y a pas n  boules Noires au départ, donc si : npN <. . 

    La valeur maximale que peut prendre )(ΩX  est le plus petit de ces deux entiers soit : ).,min( Npn . 

    D’autre part la valeur minimale de )(ΩX  sera : 

      • 0, si on peut tirer n  boules Blanches, donc si : qNn .≤ , et : 

      • qNn .− , c'est-à-dire le nombre de boules Noires qu’il faudra obligatoirement tirer une fois qu’on aura  

    épuisé le stock de boules Blanches s’il y a moins de n  boules Blanches, autrement dit quand : nqN <. . 

    La valeur minimale que peut prendre )(ΩX  est le plus grand de ces deux entiers : ).,0max( Nqn − . 
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    Finalement : { { }).,min(...,),.,0max()( NpnNqnX −=Ω . 

c. Pour : )(Ω∈ Xk , le nombre d’éléments de )(ΩX  correspondant à )( kX =  est le nombre d’ensembles  

    contenant k  boules Noires (prises parmi pN. ) multiplié par le nombre d’ensembles contenant kn −   

    boules Blanches (prises parmi qN. ). 
    Comme cette situation correspond clairement à une équiprobabilité de tirage pour chaque boule, on  

    munit )(ΩX  de la probabilité uniforme et : 



















−








==

n

N

kn

qN

k

pN

kXP

.
.

.

)( .  

 
76. a. Pour : n  ∈ �*, nS  correspond au nombre d’épreuves nécessaires pour obtenir le n ième succès, soit le  

    nombre d’épreuves pour obtenir le premier plus le nombre d’épreuves supplémentaires pour obtenir le  
    deuxième, et ainsi de suite jusqu’à obtenir le nième soit : nn TTS ++= ...1 . 

b. Pour : n  ∈ �*, nT  suit la loi géométrique  ˇ( x−1 ) (loi du premier succès dans une succession  

    d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de même loi) et : 
      ∀ k  ∈ �*, )1.()( 1 xxkTP k

n −== − . 

    Classiquement, on a alors : 
x

TE n −
=

1

1
)( , et : 

2)1(
)(

x

x
TV n −

= . 

c. La loi de 1S  est la loi de 1T  et : ∀ k  ∈ �*, )1.()( 1
1 xxkSP k −== − . 

    Puisque de plus : 212 TTS += , S2 est à valeurs dans � – {0,1}, et : 

      ∀ 2≥k , 
−

=

−−−
−

=

−

=
−−=−===−====

1

1

11
1

1
21

1

1
212 )1.().1.()().(),()(

k

i

iki
k

i

k

i

xxxxikTPiTPikTiTPkSP , 

    par incompatibilité puis indépendance. 
    D’où : ∀ 2≥k , )1.()1.()( 22

2 −−== − kxxkSP k . 

d. Soit : n  ∈ �*. 
    On remarque tout d’abord que nS  est à valeurs dans { },...1, +nn , puisqu’il faut au moins n  épreuves  

    pour obtenir n  succès. 
    Puis : ∀ nk ≥ , appelons kE  l’événement : « on obtient 1−n  succès lors des k  premières épreuves »,  

    et kA  l’événement : « obtenir un succès à la k ième épreuve ». 

    Alors : )().()()( 11 nknkn APEPAEPkSP −− =∩== , par indépendance des épreuves. 

    Puis kE  correspond à obtenir k  succès dans la répétition de 1−n  épreuves de Bernoulli  

    indépendantes et de même loi, donc : )1(1.)1.(
1

)( −−−−








−
= nkn

k xx
n

k
EP . 

    Donc : nknnkn
n xx

n

k
xxx

n

k
kSP −−− −









−
−

=−−








−
−

== .)1.(
1

1
)1.(.)1.(

1

1
)( 1 , 

    ce qui redonne bien la loi de 1S  ou de 2S . 

e. Pour n  fixé, la variable nS  vérifie : 1)(
)(

==
Ω∈ nSk

n kSP ,  

    donc : 
∞+

=

∞+

=

−
∞+

=









−
−








 −=−








−
−

===
nk

k
n

nk

nkn

nk
n x

n

k

x

x
xx

n

k
kSP .

1

1
.

1
.)1.(

1

1
)(1 ,  

    d’où : ∀ x  ∈ ]0,1[, ∀ n  ∈ �*, 
n

n

nk

k

x

x
x

n

k

)1(
.

1

1

−
=









−
−


+∞

=

. 

 
77. a. Comme somme d’une famille de n  variables de Bernoulli indépendantes et de même loi, nS  suit la loi  

    binomiale B( pn, ) c'est-à-dire : 



 PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 10 : Variables aléatoires (Exercices : corrigé niveau 3).           - 7 - 

      • nS  prend ses valeurs dans { }n,...,0 , et : 

      • ∀ nk ≤≤0 , knk
n pp

k

n
kSP −−








== )1.(.)( .  

b. L’événement )( 1 pairestS  correspond à )0( 1 =X , donc : pXPpairestSP −=== 1)0()( 11 . 

    2u  correspond à l’événement : )1,1()0,0()2()0()( 2121222 ==∪====∪== XXXXSSpairestS ,  

    soit par incompatibilité et indépendance : 22
22 )1()( pppairestSPu +−== . 

    Puis )( 3 pairestS est la réunion disjointe de :  

      )0,1,1()1,0,1()1,1,0( 321321321 ===∪===∪=== XXXXXXXXX , et de : 

      )0,0,0( 321 === XXX . 

    D’où à nouveau par indépendance : 32
33 )1().1.(3)( ppppairestSPu −+−== . 

c. On utilise pour cette question le système complet d’événements { )( pairestSn , )( impairestSn } , et : 

      ),(),()( 1111 impairestSpairestSPpairestSpairestSPpairestSPu nnnnnn ++++ +== , et donc : 

      
).().().(

)().(

1)(

1)(1

impairestSPimpairestSPpairestSP

pairestSPpairestSPu

nnnimpairestS

nnpairestSn

n

n

+

++

+

=
 

    Puis : )1()0()( 11)( pXPpairestSP nnpairestSn
−=== ++ ,  

    de même : pXPpairestSP nnimpairestSn
=== ++ )1()( 11)( . 

    D’où : pupupupu nnnn +−=−+−=+ )..21()1.().1(1 , soit bien la relation attendue. 

    ( nu ) constitue alors une suite arithmético-géométrique et on commence par trouver ω  tel que :  

      ba += ωω . , qui donne : 
2

1=ω , puis : ∀ n ∈ �*, ).().21()( 1
1 ωω −−=− − upu n

n , soit : 

      ∀ n ∈ �*, nn
n pppu ).21.(

2

1

2

1
)

2

1
1.().21(

2

1 1 −+=−−−+= − . 

    On en déduit en particulier que ( nu ) tend vers 
2

1
.  

    C’est assez peu surprenant puisque même si l’expérience de Bernoulli est déséquilibrée, ce déséquilibre  
    contribue autant à la parité qu’à l’imparité de nS , qui sur un très grand nombre de répétition a finalement  

    une probabilité d’être pair qui tend vers 
2

1
, soit autant que d’être impair. 

 
78. On va noter classiquement : pq −= 1 . 

a. kX  correspond à une succession d’expériences de Bernoulli et exprime le premier succès obtenu : elle  

    suit donc une loi géométrique  ˇ( p ) et : ∀ nk ≤≤1 , ∀ i  ∈ �*, 11 .)1.()( −− =−== ii
k qpppiXP . 

    De plus : 
p

XE k

1
)( = , et : 

2

1
)(

p

p
XV k

−= . 

b. Le nombre de semaines nécessaires à la prise d’au moins une greffe est plus grand que m  si et  
    seulement si tous les rosiers ont besoin d’au moins m  semaines pour qu’une greffe prenne, et donc : 
      )(...)()( 1 mXmXmY n ≥∩∩≥=≥ ,  

    d’où par indépendance : )()...()( 1 mXPmXPmYP n ≥≥=≥ . 

    Puis par incompatibilité : ∀ nk ≤≤1 , 1
1

1

)1(1
..)()( −

−+∞

=

−
+∞

=

=
−−

====≥  m
m

mi

i

mi
kk q

p

q
pqpiXPmXP ,  

    et donc : )1.()( −=≥ mnqmYP . 

    On en déduit à nouveau par incompatibilité que : )()1()( mYPmYPmYP =++≥=≥ , d’où : 

      )1.()( )1.(.)1.( nmnmnmn qqqqmYP −=−== −− . 

    Remarque : pour : 1=m , on retrouve bien la loi géométrique. 
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    Il est alors clair que 
≥

=
1

)(.
m

mYPm  converge car : 






=− ∞+
−

2
)1.( 1

)1.(.
m

oqqm nmn , et : 

      
nn

n

m

mnn

m

nmn

qq
qqmqqqm

−
=

−
−=−=− 

+∞

=

−
+∞

=

−

1

1

)1(

1
).1().().1()1.(.

2
1

)1(

1

)1.( . 

 
c. De même, on a : )( mZ ≤  si et seulement si les greffes ont pris sur tous les rosiers en moins de m   

    semaines, soit : )(...)()( 1 mXmXmZ n ≤∩∩≤=≤ , et par indépendance : 

      )()...()( 1 mXPmXPmZP n ≤≤=≤ . 

    Puis par incompatibilité : ∀ nk ≤≤1 , m
mm

i

i
m

i
kk q

q

q
pqpiXPmXP −=

−
−====≤ 

=

−

=

1
1

1
..)()(

1

1

1

. 

    Donc : nmqmZP )1()( −=≤ . 

    De même qu’auparavant, on a : )1()()1( +=+≤=+≤ mZPmZPmZP , et :  

      • npZP == )1( , (ce qui traduit le fait que toutes les greffes prennent dès la première semaine) et :  

      • ∀ 2≥m , nmnm qqmZPmZPmZP )1()1()1()()( 1−−−−=−≤−≤== . 

d. Le théorème 3.2 montre que Z  admet une espérance lorsque la série 
≥

≥
1

)(
m

mZP  converge ce qui est  

    équivalent à la convergence de la série 
≥

>
0

)(
m

mZP . 

    Or : nmqmZP )1(1)( −−=> , et quand m  tend vers +∞ : mmmnm qnqoqnq .~))(.1(1)1(1
∞+

+−−=−− . 

    Comme série à termes positifs, cet équivalent (au terme général d’une série géométrique convergente)  
    montre la convergence de la série 

≥

>
0

)(
m

mZP . 

e. Enfin, pour : 2=n , on a : 
pp

p

q

q

qq
qqq

m

mm

m

m

).2(

.23

1

.21

1

1

1

2
).2())1(1(

22
0

.2

0

2

−
−=

−
+=

−
−

−
=−=−− 

+∞

=

+∞

=

. 

 
79. a. S  est tout d’abord à valeurs dans �, puis pour : n  ∈ �, k  ∈ �, )()( kSP nN ==  vaut : 

      • 0 si : nk >  (on ne peut avoir plus de succès que d’épreuves effectuées), 

      • knk pp
k

n −−







)1.(. , si : nk ≤ , puisque c’est le nombre de succès dans une suite de n  épreuves de  

    Bernoulli indépendantes et de même paramètre p . 
    La formule des probabilités totales donne alors : 

      
+∞

=

−−+∞

=

−−
+∞

=
= −

−=−







=====

kn

knkk

kn

n
knk

n
nN kn

p

k

ep

n
epp

k

n
nNPkSPkSP

)!(

)).1((
.

!

..

!
..)1.(.)().()(

0
)(

λλλ λ
λ . 

    Avec une translation d’indice, on obtient :  

      ∀ k  ∈ �, λλλλ λλλλ .).1(

0

.
!

).(
..

!

).(

!

)).1((
..

!

).(
)( p

k
p

k

n

nk

e
k

p
ee

k

p

n

p
e

k

p
kSP −−−

+∞

=

− ==−==  , 

    et on reconnaît une loi de Poisson de paramètre ).( λp . 

    De même E  est à valeurs dans �, et par symétrie, E  suit la loi de Poisson de paramètre )).1(( λp− .  

    Enfin, pour : ( ',kk ) ∈ �2, on a : ),'()',( kSkkNkEkS =+==== . 

    Donc : 
!'!.

.)1.(
..

)!'(
..)1.(.

'
)',(

''
).1(.

'
'

kk

pp
ee

kk
epp

k

kk
kEkSP

kkkk
pp

kk
kkkk

+
−−−

+
−−+ −=

+
−







 +
=== λλ λλλ ,  

    et on constate qu’on a bien : )'().(
!'

).1((
..

!

)..(
.)',(

'
).1(. kEPkSP

k

p
e

k

p
ekEkSP

k
p

k
p ===−=== −−− λλ λλ . 

    Les variables S  et E  sont donc bien indépendantes. 
b. Pour : ( nm, ) ∈ �2, on peut écrire : 
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      mn
nmN pp

n

nm
nmNPnSPnmNPnSnmNP )1.(.).()().(),( )( −







 +
+===+===+= += ,  

    mais aussi par indépendance : )().(),(),( nSPmEPnSmEPnSnmNP =======+= ,  

    ce qui donne l’égalité : )().(
!!.

)1.(
)!.).(( mEPnSP

mn

pp
nmnmNP

mn

===−++= , 

    et finalement : 








−
=








 ==+=+ !.
)1(

)(
.!.

)(
)()!.( m

p

mEP
n

p

nSP
nmNPnm

mn
. 

    On a bien obtenu ce qu’on voulait avec : !.
)(

n
p

nSP
u

nn

== , et : !.
)1(

)(
m

p

mEP
v

mm −
== . 

    On en déduit alors que : ∀ n  ∈ �*, 110 .!).(. vunnNPvu nn −=== ,  

    et comme par hypothèse )( nNP =  ne s’annule jamais, on en déduit que :  

      • 00 ≠v ,  

      • puis que : ∀ n  ∈ �*, 
0

1
1.v

v
uu nn −= . 

    La suite ( nu ) est ainsi géométrique (de raison : 
0

1

v

v
=α ), et ( mv ) par symétrie (de raison : 

0

1

u

u
=β ). 

    On a alors : ∀ n  ∈ �, n
n vuvunNPn α)..(.)(!. 000 === , et : 

!
)..()( 00 n

vunNP
nα== . 

    Enfin : αα
evu

n
vunNP

n

n

n

)..(
!

)..(1)( 00
0

00
0

==== 
+∞

=

+∞

=

, d’où : α−= evu ).( 00 , et finalement : 

      ∀ n  ∈ �, 
!

.)(
n

enNP
nαα−== , autrement dit N  suit la loi de Poisson P(α). 

 
80. a. Puisque les variables nXX ,...,1  sont à valeurs dans �*, U  est à valeurs dans �*. 

    il est ensuite plus simple de calculer )( UkP ≤  car : 

      ∀ k  ∈ �*, )(...)()( 1 nXkXkUk ≤∩∩≤=≤ ,  

    et par indépendance : )()...()( 1 nXkPXkPUkP ≤≤=≤ . 

    Mais comme de plus : ∀ ni ≤≤1 , ∀ k  ∈ �*, 1
1

1

1
..)()( −

−+∞

=

−
+∞

=

=
−

====≤  k
k

kj

j

kj
ii q

q

q
pqpjXPXkP ,  

    on en déduit que : nkqUkP )()( 1−=≤ . 

    De là, on peut écrire par incompatibilité : ∀ k  ∈ �*, )1()()( +≥+==≥ kUPkUPkUP ,  

    soit : ∀ k  ∈ �*, )1.(.)1.( )).(1()( −− −=−== knnknkn qqqqkUP , 

    autrement dit U  suit la loi géométrique de paramètre )1( nq− . 

    U  admet donc une espérance qui vaut : 
nq

UE
−

=
1

1
)( . 

b. De même, V  est à valeurs dans �*, et : ∀ k  ∈ �*, )(...)()( 1 kXkXkV n ≤∩∩≤=≤ . 

    A nouveau par indépendance : n
n kXPkXPkXPkUP ))(()()...()( 11 ≤=≤≤=≤ . 

    Puis : k
kk

j

j
k

j

q
q

q
pqpjXPkXP −=

−
−====≤ 

=

−

=

1
1

1
..)()(

1

1

1
11  et : nkqkVP )1()( −=≤ . 

    Toujours par incompatibilité, on en déduit que :  
      ∀ k  ∈ �*, nknk qqkVPkVPkVP )1()1()1()()( 1−−−−=−≤−≤== . 

    On constate ensuite que la série )(
1


≥

≥
k

kVP  converge puisque :  

      11 )(~)1(1)1(1)(1)( −

+∞→

−−−=−≤−=<−=≥ kn

k

nk qqkVPkVPkVP ,  
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    qui est bien le terme général d’une série convergente. 

    Enfin :  
+∞

= =

+
+∞

= =

+∞

=

+∞

=

−








−=








−−=−−=−−=

0 1

.1

0 0

.

01

1 ..)1()..)1(1())1(1())1(1()(
k

n

i

iki

k

n

i

iki

k

nk

k

nk q
i

n
q

i

n
qqVE . 

    On fait ainsi apparaître la somme de n séries, toutes convergentes puisque : 

      ∀ ni ≤≤1 , 
i

k

ik

q
q

−
=

+∞

= 1

1

0

. , et donc :  
=

+

=

+∞

=

+

−







−=








−=

n

i
i

i
n

i k

iki

qi

n
q

i

n
VE

1

1

1 0

.1

1

1
..)1(..)1()( .  

 
Couple et famille de variables aléatoires. 
81. a. X  suit la loi géométrique  ˇ( p ) et prend ses valeurs dans �. 

b. On cherche ainsi le nombre de Piles que B va obtenir au cours de n  lancers. 
    Cette variable aléatoire suit donc la loi binomiale B( pn, ), et :  

      ∀ n  ∈ �*, ∀ nk ≤≤0 , knkknk
nX qp

k

n
pp

k

n
kYP −−

= 







=−








== ..)1.(.)()( . 

c. On utilise ici le système complet d’événements { )( nX = , n  ∈ �*} et la formule des probabilités totales  

    donne : 
+∞

=

−−
+∞

=
=

+∞

=








========

1

100

1
)(

1

....
0

)().0(),0()0(
n

nn

n
nX

n

qpqp
n

nXPYPnXYPYP ,  

    et donc : 
q

q

qq

qp

q
qpqqpYP

n

n

+
=

+−
=

−
=== 

+∞

=

−

1)1).(1(

.

1

1
..)(..)0(

2
1

12 . 

    Pour : 1≥k , on a de même : 
+∞

=
= ====

1
)( )().()(

n
nX nXPkYPkYP . 

    Mais dans cette somme, on a : 0)()( === kYP nX , dès que : nk > , et donc : 

      
+∞

=

−−+
+∞

=

−−
+∞

=
= 








=








=====

kn

knkk

kn

nknk

kn
nX q

k

n
qpqpqp

k

n
nXPkYPkYP ).(......)().()( 2111

)( . 

    On utilise alors la dérivée k ième de la série entière 
+∞

=0n

kx qui conduit à l’égalité : 

      ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=

−
+ +−−=

− kn

kn
k

xknnn
x

k
).1)...(1.(

)1(

!
1

, ou : 
+∞

=

−
+ 








=

− kn

kn
k

x
k

n

x
.

)1(

1
1

. 

    On a donc : 

1

22

11

12
11

1
.

)1(

1

)1(

1
.

1
.

1)1(

1
..)(

−−+

+
−+










++
=

+








+








−
=

−
==

kkk

k
kk

q

q

qqq

q

q

p

q
qpkYP  . 

    On constate alors bien que :  

      1
)1(

1

1
1

1

1
.

)1(

1

11
.

)1(

1

1
)(

22
0

1

2
0

=
+
++

+
=

+
−+

+
+

=








++
+

+
== 

∞+

=

−∞+

= q

q

q

q

q

qqq

q

q

q

qq

q
kYP

k

k

k

. 

d. Notons alors BG  l’événement « B gagne » et AG  l’événement « A gagne ». 

    Alors : 
qq

q
YPYPGP B +

=
+

−==−=≥=
1

1

1
1)0(1)1()( . 

    Donc on en déduit que : 
q

q
GPGP BA +

=−=
1

)(1)( . 

    Comme on a : 1<q , on a toujours : )()( BA GPGP < , et donc le jeu n’est pas équitable, déséquilibré en  
    faveur de B. 
 

82. a. Pour obtenir k  succès, il est nécessaire d’avoir au moins k  variables de Bernoulli qui interviennent. 
    De plus, obtenir k  succès peut intervenir au bout d’un temps aussi long qu’on veut. 
    On aura ainsi : ∀ k ∈ �*, { } { }∞+∪+=Ω ...,1,)( kkTk . 

    Puis pour : kn ≥ , obtenir k  pour la première fois au bout de n  essais est équivalent à obtenir 1−k   
    succès au cours des 1−n  premiers essais et un dernier au n ième essai, ce qui s’écrit : 
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      ∀ k ∈ �*, ∀ kn ≥ , )1()1()( 1 =∩−≤== − nkk XnTnT . 

    Les variables iX  mutuellement indépendantes, 1−kT  et nX  le sont aussi et : 

      )1().1()( 1 =−≤== − nkk XPnTPnTP . 

    Or )1( 1 −≤− nTk   est équivalent à distribuer 1−k  succès parmi les 1−n  variables 11 ...,, −nXX  est sa  

    probabilité est donnée par une loi binomiale, d’où : 

      knkknk
k qp

k

n
pqp

k

n
nTP −−−−−










−
−

=








−
−

== ..
1

1
...

1

1
)( )1()1(1 . 

b. On va montrer le résultat demandé par récurrence sur k . 
    • 1T  est le temps d’attente du premier succès et suit bien la loi géométrique 1Y . 

    • Soit : k ∈ �*, tel que kT  et kYY ++ ...1  suivent la même loi. 

    On a alors : 1111 ... +++ +=+++= kkkkk YTYYYT , et : 

      ∀ 1+≥ kn , U
1

1 ))()(()(
−

=
+ −=∩===

n

ki
kkk inYiTnT , 

    et toujours par indépendance :  

      
−

=

−−+
−

=

−−−
−

=
+ 









−
−

=








−
−

=−====
1

11
1

1
1

1 1

1
......

1

1
)().()(

n

ki

knk
n

ki

inkik
n

ki
kkk k

i
qpqpqp

k

i
inYPiTPnTP . 

    Pour cette dernière somme, on montre par récurrence que :  

      ∀ 1+≥ km , 






 −
=









−
−


−

= k

m

k

im

ki

1

1

11

. 

    En effet, elle est vraie pour : 1+= km , puisque : 







==









−
−

=








−
−


= k

k

k

k

k

ik

ki

1
1

1

1

1
, 

    et si on la suppose vraie pour m  donné, 1+≥ km , alors :  

      







=









−
−

+






 −
=









−
−

+








−
−

=








−
−


−

== k

m

k

m

k

m

k

m

k

i

k

i m

ki

m

ki 1

11

1

1

1

1

1

1 1

. 

    Donc : )1(111
1 ..

1)1(

11
..)( +−+−−+

+ 








−+
−

=






 −
== knkknk

k qp
k

n

k

n
qpnTP , 

    ce qui termine la récurrence.  
c. Par combinaison linéaire, kT  admet donc une espérance et une variance. 

    Puis par linéarité : 
p

k

p
kYEYETE kk ==++= 1
.)(...)()( 1 . 

   Enfin, les variables iY  étant indépendantes : 
21

1
.)(...)()(

p

p
kYVYVTV kk

−=++= . 

 
83. Notons kP  (respectivement kF ) l’événement : « le k ième lancer a donné Pile (respectivement Face) », et 

posons classiquement : pq −= 1 . 

a. La variable 1L  prend ses valeurs dans �*. 

    Puis pour : n  ∈ �*, on a : )...()...()( 11111 ++ ∩∩∩∪∩∩∩== nnnn FPPPFFnL , 

    et ces événements étant incompatibles, on en déduit que :  
      )...()...()( 11111 ++ ∩∩∩+∩∩∩== nnnn FPPPPFFPnLP . 

    Puis par indépendance : qppqppppnLP nnnn ..)1.(.)1()( 1 +=−+−== . 

    Il est ensuite clair que 1L  admet une espérance car : 






== ∞+ 21

1
)(.

n
onLPn , et : 

      
p

q

q

p

q
pq

p
qppqnqpnLE

n

n

n

n +=
−

+
−

=+= 
+∞

=

+∞

=
22

11
1 )1(

1
..

)1(

1
......)( .  

b. Tout d’abord 1L  et 2L  prennent leurs valeurs dans �*. 
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    Puis : ∀ ( mn, ) ∈ �*2,  

     )......()......(),( 11111121 ++++++++ ∩∩∩∩∩∩∪∩∩∩∩∩∩=== mnmnnnmnmnnn PFFPPFPPFFmLnL . 

    A nouveau par incompatibilité puis indépendance : 
      mnmnmnmn pqqppqpqpqmLnLP ......),( 11

21
++ +=+=== . 

c. On en déduit, par la formule des probabilités totales que : ∀ m  ∈ �*,  

      1212
22

1

1

1

1

1
212 ..

1
.

1
...),()( −−

+∞

=

+
+∞

=

+
+∞

=

+=
−

+
−

=+=====  mmmm

n

mn

n

mn

n

pqqp
q

q
p

p

p
qpqqpmLnLPmLP . 

    Pour la même raison que pour 1L , 2L  admet une espérance et : 

      2
)1(

1
.

)1(

1
.....)(

2
2

2
2

1

21

1

21
2 =

−
+

−
=+= 

+∞

=

−
+∞

=

−

q
p

p
qpqmqpmLE

n

m

m

m . 

d. Par la formule du transfert, cela revient à montrer que la série  
≥

+∞

=







 ==
1 1

21 ),(..
n m

mLnLPmn  converge. 

    Or : ∀ 1≥n , la série 
≥

==
1

21 ),(..
m

mLnLPmn  converge car : 

      
2

1
2

1

1

11

1
21 )1(

1
...

)1(

1
...)...(.),(..

p
pqn

q
qpnpqqpmnmLnLPmn nn

m

mnmn

m −
+

−
=+=== ++

+∞

=
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+∞

=
 ,  

    soit : pqnqpnmLnLPmn nn

m

....),(.. 11

1
21

−−
+∞

=
+=== . 

    Puis la série 
≥

−− +
1

11 )....(
n

nn pqnqpn  converge et : 

      
qpqp

qp

pqq
p

p
qqnppnqpqnqpn

n

n

n

n

n

nn

.

1

.

11

)1(

1
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)1(

1
.....)....(
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1

1

1

1

11 =+=+=
−

+
−

=+=+ 
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−− . 

    Donc le couple ( 21,LL ) admet une covariance et :  

      
qp

p

qp

pp

qp

pp

p

q

q

p

qp
LL

.

)1.2(

.

1.4.4

.

)1.(2.21
.2

.

1
),cov(

2222

21

−−=−+−=−−−=







+−= . 

e. • Si : 
2

1≠p , alors : 0),cov( 21 ≠LL , et 1L  et 2L  ne sont pas indépendantes. 

    • Si : 
2
1=p , alors : 0),cov( 21 =LL , mais ça ne suffit pas pour garantir l’indépendance de 1L  et 2L . 

    Cependant :  

      ∀ ( mn, ) ∈ �*2, 
mn

mnmn

mLnLP +

++

=














+














===
2

1

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1
),(

11

21 , et : 

      ∀ ( mn, ) ∈ �*2, 
mn

mmnn

mLPnLP +

−−
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












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
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
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
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
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


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
















+






===
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1

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1
.

2

1
.

2

1

2

1
.

2

1
)().(

1212

21 , 

    et les variables 1L  et 2L  sont alors bien indépendantes. 
 

84. a. La série converge puisque : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 






=−− ∞+
−

2
3 1

).2).(1.(
n

oxnnn n . 

    De plus : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
43

3

3

3

0

3

)1(

6

1

1
).2).(1.().2).(1.(

xxdx

d
xnnnxnnn

n

n

n

n

−
=









−
=−−=−− 

+∞

=

−
+∞

=

− . 

b. Tout d’abord ( YX , ) est à valeurs dans �*×(� \ {0,1}). 

    Puis : ∀ 1≥n , ∀ 2≥m ,  
      • si : nm ≤ , alors : 0),( === mYnXP ,  
    car il ne peut y avoir une 2ième réalisation avant la première. 
      • si : nm > , alors : )......(),( 1111 mmnnn SEESEEmYnX ∩∩∩∩∩∩∩=== −+− ,  

    en notant kE  l’événement « échec à l’épreuve k  » et kS  l’événement « succès à l’épreuve k  ». 
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    Par indépendance, on a alors : 2221)1( .)1(.)1(),( ppppmYnXP mm −−− −=−=== . 
    On en déduit que : 

      ∀ 1≥n , 1
1

2

1

22

2

)1.(
)1(1

)1(
..)1(),()( −

−+∞

+=

−
+∞

=

−=
−−

−=−=====  n
n

nm

m

m

pp
p

p
pppmYnXPnXP ,  

    et X  suit la loi géométrique  ˇ( p ), ce qui est assez logique. 

    Puis : ∀ 2≥m , 22
1

1

22

2

.)1).(1(.)1(),()( ppmppmYnXPmYP m
m

n

m

n

−
−

=

−
+∞

=
−−=−=====  .  

c. X  admet une espérance et une variance, suivant la loi géométrique, et :
p

XE
1

)( = , et : 
2

1
)(

p

p
XV

−= . 

    Puis Y  et 2Y  admettent une espérance puisque :  

      






=−− ∞+
−

2
22 1

.)1).(1(
m

oppm m , et : 






=−− ∞+
−

2
222 1

].)1).(1[(
m

oppm m , 

    donc Y  admet aussi une variance. 

    De plus : 
pp

pppmmYE
m

m 2

))1(1(

2
..)1).(1.()(

3
2

2

22 =
−−

=−−= 
+∞

=

− , et par la formule du transfert : 

      )(..)1).(1).(1.(.)1).(1.()(
2

22

2

2222 YEppmmmppmmYE
m

m

m

m −−−+=−−= 
+∞

=

−
+∞

=

− , d’où : 

      
pppp

p
p

pmmmpYE
m

m 262

))1(1(

6
.

2
)1).(1.().1(.)(

24
2

2

3)1(22 −=−
−−

=−−−+= 
+∞

=

−+ . 

    On en déduit que : 
222

22 )1.(2426
)()()(

p

p

ppp
YEYEYV

−=−−=−= . 

d. La variable aléatoire YX .  admet une espérance si et seulement si la série  
≥

+∞

=







 ==
2 2

),(..
m n

mYnXPmn   

    converge et pour cela : 

      ∀ 1≥n , 
2

).1(
.)1.(..)1.(.),(.. 22

1

1

22

1

mm
ppmppmnmYnXPmn m

m

n

m

n

−−=−=== −
−

=

−
+∞

=
 . 

    Puis : 
+∞

=

−
+∞

=

− −−+−−=−−=
2

2
2

2

222 )1)].(1.(.2)2).(1.([.
22

)1(
.)1.(.).(

m

m

m

m pmmmmm
pm

ppmYXE , d’où : 

      
223

2
4

2 32)1.(3

))1(1(

2
.

))1(1(

6
).1.(

2
).(

p

p

pp

p

p
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p
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YXE

−=+−=
−−

+
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−= . 

    Finalement : 
222

123
)().().(),cov(

p

p

pp

p
YEXEYXEYX

−=−−=−= . 

e. Pour : 2≥n , et sachant )( nY = , X  prend ses valeurs dans { }1,...,1 −n , et : 

      
)1(

1

.)1).(1(

.)1(

)(

),(
)(

22

22

)( −
=

−−
−=

=
==== −

−

= nppn

pp

nYP

nYkXP
kXP

n

n

nY , 

    autrement dit, c’est la loi uniforme sur { }1,...,1 −n , résultat assez cohérent puisque si : )( nY = , le rang  
    de la première réalisation avant cette 2ième réalisation est équiprobable. 
 

85. a. Notons tout d’abord que pour tout : 1≥n , et puisqu’on peut n’avoir obtenu aucun 6 dans les n  premiers  
    lancers, il semble possible d’avoir au n ième lancer un nombre de 6 compris entre 0 et N .  
    Procédons ensuite par récurrence. 
    On a : 11 XS = , et 1X  compte le nombre de Succès (« obtenir un 6 ») dans la répétition ( N  fois en tout)      

    d’une expérience de Bernoulli de paramètre 
6

1
. 

    Donc 1S  suit la loi binomiale B 








6

1
,N . 
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    Supposons ainsi que pour : 1≥n , nS  suit la loi binomiale B( npN , ). 

    Alors : ∀ Np ≤≤0 , U
p

k
nnn kpXkSpS

0
11 ))()(()(

=
++ −=∩=== , et donc : 

      
=

+=+ −====
p

k
nkSnn kpXPkSPpSP

n
0

1)(1 )().()( . 

    Or pour : Np ≤≤0 , la variable aléatoire 1+nX  suit la loi binomiale B 






 −
6

1
,kN  pour la probabilité  

    conditionnelle )( kSn
P = , car cela correspond au nombre de Succès (obtenir un 6) en lançant les kN −  dés  

    restants. 
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    Or :  

      • ∀ pk ≤≤0 , 
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      • ∀ pk ≤≤0 , 
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    d’où : 
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    Avec la formule du binôme, on peut alors écrire :  
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    et comme : 
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    on conclut que : 
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    et 1+nS  suit la loi binomiale B( 1, +npN ), avec : 
6

.51
1

n
n

p
p

+
=+ , ce qui termine la récurrence. 

b. L’événement qui nous intéresse et dont on veut la probabilité est U
+∞

=

=
1

)(
k

k NS . 

    On peut alors remarquer que : ∀ 1≥n , )()( 1 NSNS nn =⊂= + . 

    En effet, si )( NSn =  est réalisé, alors tous les dés ont donné des 6 au bout de n  lancers et il n’y a plus  

    rien qui changera ensuite : en particulier on : ∀ nk ≥ , nk SS = , et donc : )( 1 NSn =+  est réalisé. 

    Puis la suite ( )( NSn = )n≥1 étant croissante au sens de l’inclusion, on a : 

      ∀ 1≥n , )()(
1
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k
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    et par continuité croissante : )(lim)(
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    La suite ( np  ) est par ailleurs arithmético-géométrique et après étude classique, on obtient : 

      ∀ 1≥n , 
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    Donc en particulier : ∀ 1≥n , 
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    On en déduit que : 1)(lim ==
+∞→

NSP n
n

, et l’événement U
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=
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k NS  est presque sûrement réalisé. 

c. Toujours avec les inclusions précédentes, on a : ∀ 1≥n , )()()(
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    Donc par incompatibilité : ∀ 2≥n , )()()1()()( 1 NSPNSPnTPnTPnTP nn =−==−≤−≤== − , soit : 

      • ∀ 2≥n , 

NnNn

nTP




















−−




















−==
−1

6

5
1

6

5
1)( ,  

      • et en complément : 
N
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    qui correspond à la valeur précédente pour : 1=n .  
d. On utilise la deuxième expression de l’espérance. 
    La série 
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nTP  converge car : 
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    autrement dit la série apparaît comme la somme de N  séries géométriques convergentes. 
    L’égalité est encore valable pour : 0=n , car :  
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     Enfin :  
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Fonctions génératrices. 
86. a. Puisque X  et Y  sont à valeurs dans �, Z  est également à valeurs dans �. 

    De plus : ∀ n  ∈ �, U
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    et par incompatibilité puis indépendance : 
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    soit : ∀ n  ∈ �, 
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n
enZP
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    autrement dit Z  suit la loi de Poisson P(λ+µ), de paramètre (λ+µ). 
b. Puisque : 
      • ∀ t ∈ �, )1.()( −= t

X etG λ ,  

      • ∀ t ∈ �, )1.()( −= t
Y etG µ ,  

      • X  et Y  sont indépendantes, 
    on en déduit que : ∀ t ∈ �, )1).(()1.()1.( .)().()( −+−−

+ === ttt
YXYX eeetGtGtG µλµλ . 

    On constate bien que YX +  a pour fonction indicatrice la fonction indicatrice de la loi de Poisson  
    P( µλ + ), de paramètre µλ + . 
 

87. a. La fonction génératrice de cette loi (finie) est un polynôme et plus précisément : 

      ∀ t ∈ �, 
=

=
12

2

.
11

1
)(

k

kttG ,  

    qu’on peut écrire sous forme de fraction pour : 1≠t . 
    En particulier, on obtient un polynôme de degré 12 se factorisant en :  
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      ∀ t ∈ �, )1....(
1111

.)( 10
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k

k
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b. La fonction génératrice de la variable aléatoire 21 XX +  est le produit des fonctions génératrices 1G  et  

    2G  de 1X  et 2X  (par indépendance de ces variables), et donc : 

      ∀ t ∈ �, )().()( 2121
tGtGtG XX =+ .  

    Supposons alors que la loi de 21 XX +  soit la loi uniforme sur {2, …, 12}. 

    Puisque 1G  et 2G  sont au plus de degré 6 et que le produit 
21 XXG +  est de degré 12, on en déduit que  

    1G  et 2G  sont exactement de degré 6 et que )6( 1 =XP  et )6( 2 =XP  sont non nuls.  

    Notons alors : ∀ 21 ≤≤ i , ∀ t ∈ �, )(.).()(
6
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tttkXPtG i
k

k
ii φ===

=

, avec : 5)deg( =iφ . 

    Puisque les polynômes φi sont de degrés impairs, ils admettent au moins chacun une racine réelle donc  

    leur produit (qui vaut : ∀ 1≠t , 
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21 φφ ) admet deux racines réelles au moins. 

    Or ce polynôme admet pour racines les racines 11ièmes de l’unité autres que 1, autrement dit uniquement  
    des racines complexes. 
    Conclusion : 21 XX +  ne peut avoir pour loi la loi uniforme sur {2, …, 12}. 
c. Etant donné que si on lance deux dés (avec des lancers supposés indépendants), la somme des faces  
    de ces dés est décrite par la variable aléatoire 21 XX +  où 1X  et 2X  donnent les résultats des faces  
    supérieures de dés, on ne peut donc jamais obtenir la loi uniforme sur {2, …, 12} pour loi de :  
      21 XXS += , et ceci quelle que soit la manière dont on définit les lois de 1X  et 2X . 
    Autrement dit, même en pipant les dés, les valeurs possibles (c'est-à-dire les valeurs de 2 à 12) de la  
    somme des faces de ces deux dés ne pourront jamais être rendues équiprobables.  
 

Résultats asymptotiques. 
88. a. Si on développe 2Y , on obtient : 2222 )()..(2)( εεε −+−+=+−= mXmXmXY ,  

    et tous les termes qui apparaissent ont une espérance. 
    Donc )( 2YE  existe et par linéarité de l’espérance :  

      22222 )()..(2)()())(()()..(2)()( εεεε −+−−+=−+−−= mmmXEXVmEXEmXEYE , 

    soit : 222222 )()..(2)( εσεεσ +=−+−−+= mmmmYE . 

b. Puisque 2Y  admet une espérance, Y  admet aussi une espérance. 
    De plus : 

>Ω∈Ω∈

=≤==
0),()(

)(.)(.)(
kkk yYy

kk
Yy

kk yYPyyYPyYE ,  

    puisque les termes oubliés dans la somme contribuent pour une part négative à l’espérance. 
    Or la variable aléatoire 01. >YY  prend les mêmes valeurs que la variable Y  en « oubliant » les valeurs  

    négatives prises par Y . 
    Donc la formule de transfert donne alors : )1.()(. 0

0),(
>

>Ω∈

== Y
yYy

kk YEyYPy
kk

. 

    Par ailleurs, 2
0 )1( >Y  admet une espérance puisque c’est une variable aléatoire finie ne prenant que 2  

    valeurs qui sont 0 et 1, et : )0()0(.1)0(.0))1(( 2
0 >=>+≤=> YPYPYPE Y .  

    Donc la formule de Cauchy-Schwarz montre que : )0().())1(().()1.( 22
0

2
0 >=≤ >> YPYEEYEYE YY ,  

    et finalement : )0().()( 2 >≤ YPYEYE .  

c. Comme de plus, on a par linéarité de l’espérance : 0)()( >=+−=+−= εεε mmmXEYE ,  
    on peut élever au carré la dernière inégalité et :  
      )0().())(( 22 >≤ YPYEYE ,  

    d’où : 
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    c'est-à-dire : 
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    ou encore : 
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    Et avec le système complet d’événements { )( ε−≤− mX , )( ε−>− mX },  

    on conclut que : 
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d. Si on considère maintenant X− , on a tout d’abord : mXEXE −=−=− )()( , et : 2)()( σ==− XVXV . 

    Donc : 
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    soit : 
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    Enfin : )()()( εεε −≤−∪≥−=≥− mXmXmX ,  

    et par incompatibilité : 
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e. Cette inégalité est meilleure que l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev lorsque : 
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    Or ceci est équivalent à : 22 σε < , soit finalement : σε < . 


