Variables aléatoires (corrigé niveau 3).

Loi d’'une variable aléatoire, espérance et variance
71. On va noter B, I'événement : « la boule obtenue au tirage numéro k est Blanche ».
a. L’événement (X =2) correspond a tirer de suite deux boules Blanches ou deux boules Rouges.
Par incompatibilité puis indépendance des tirages, on a :

2 2
P(x =2 = P(B, 0 B) + P 0 B) = (5] (3] =10=".
L'événement (X =3) correspond lui a tirer une boule d’une couleur puis deux boules de I'autre couleur.
Par incompatibilité puis indépendance, on obtient de méme :
— — — _3(1)_ 1(3)_3
P(X=3)=P(B,nB,nB,)+P(B,nB,nB,))=—|—=| +=|—=| =—.
(x=9=P(@ 1,0 B)+PE B0 B)=2{ 5] +3[2] =2
Enfin et de la méme fagon :
2 2
P(X =4) = P(B, nB n B, nB)+P(B n B, nB mB)—3 1 +i§ =£.
1614 16\ 4 128
b. En s’inspirant de ce qui précéde, on constate que I'événement (X = 2.n) correspond aux événements
(incompatibles) consistant a obtenir une succession de boules de couleurs différentes lors des 2.n—-2
premiers tirages puis 2 boules de la méme couleur, différentes de la couleur obtenue au tirage 2.n—2.

Donc: 0 n=>2, (X =2n) estla réunion des événements (B, nB,n...nB,, ,n B, ,NnB,.,nB,.)

et (gl nB,n..nB,,;nB,. ,nB,._ nB,,) (quisontincompatibles).
Ensuite par indépendance :

Dnz2, P(x=2m =[5 jj @ o2 i) @ S

qui est encore valable pour : n=1.
c. Avec un raisonnement similaire :

s G (2 2033

Ng5(3 -1 N 3 5
d.Ona:0 N21, ZP(X—n) z8(§5j +Z(EJ e

n=1 n=1
. 5 3 1 1613 _
quitendvers: |—.+| — || —=—=—.— =1,
8 \16 1_3 13 16
16

2N+1
t: Y P(X=n)= ZP(X =n)+P(X =2N+1),
n=2 n=2
qui tend vers 1 aussi car P(X = 2.N +1) tend vers 0.

e. Il est clair que la série Zn P(X =n) converge puisque : 2n.P(X = 2n) = om( L j de méme pour les
n?

n=

rangs impairs, donc X admet une espérance.

Puis: D nP(X =n) =) 2nP(X =2n)+> (2n+1).P(X = 2n+1),
n=2 n=1 n=1
car les deux séries convergent.
Dol Zn P(X =n) = z 2n.= ( 3 jn_l + i (2.n +1),(§jn _> i ( jn_l + Z.i n.(ijn + i(ijn :
ey 16 oy 16 4 = = \16 =\ 16
a nouveau parce que toutes les séries convergent.
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72. a.

C.

Enfin : E(X) =(§+ ZEJ
' 4 16 [1 3}2 16'1_i 16169 1613 13 13 13’

16 16

1 3 1 26 256, 3 16 _32 3 _35
+ = + =—+—=

Pour n fixé dans N, on commence par utiliser la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements donné par {(X, =0), (X, =2),(X, =2)}, et:

P(Xnu =0) = Py -0)(X1is = 0).P(X, =0) + By (X =0).P(X, =D + Ry -, (X, =0).P(X, =2).
* Si (X, =0), cela signifie qu'il y a dans ., 0 boules Blanches et 2 boules Noires dans % ,, donc on va
tirer une boule Blanche dans %, et la mettre dans %, autrement dit X ,, vaudra 1 et :

Pix,=0) (Xnie =0) =0.

« De mémessi (X, =1), alors X,,; vaudra 0 si on enleve la boule Blanche de . et qu’on ne tire pas
celle qui est dans % ,, autrement dit (les deux tirages étant indépendants) : P(anl) (X =0)=====.

« Enfin si (X, =2), alors on ne peut avoir X, ,, nul car il faudrait enlever les deux boules Blanches ce
qui est impossible en un seul tirage, soit : By (X, =0) =0.

Finalement : P(X,,, =0) =0.P(X, =0) +%.P(Xn =1)+0.P(X, =2).

En raisonnant de la méme facon, on obtient :

P(X,, =1) = P(X, =0) +(%+%jp(xn =1)+P(X, =2), et

P(X,,; =2) =0P(X, =0) +%.P(Xn =) +0.P(X, =2).
0 0
La matrice: A=|1

0|, répond alors a la question.

0 0

ANPRPNIRPAPR

. Pour : n= 0, il suffit de calculer :

E(X,.) =0P(X,,; =0 +1LP(X,,=D)+2P(X,,=2)=P(X,=0)+P(X, =) +P(X, =2) =1.
Donc la suite est bien constante a la valeur 1.
Le polynéme caractéristique de A se calcule par exemple en ajoutant a la premiére ligne les deux

autres, et: Y (1) =A.(A1-1).(4 +%), soit : F(A) = {O,l, —%} :

Puisque A admet 3 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.

-1 1 1
On trouve alors classiquement : E,(A) =Vect|| O ||, E,(A)=Vect| |4 ||, et: E ,(A) =Vect|| -2
1 1 2 1
-11 1 00 O
Onpeutposer: P=| 0 4 -2|,et:D=|{0 1 O |,etonaalors:
1 1 1 00 1
2
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1+ 2.(—%) 1—(—%] 1+ 2.(—%)
00 0 1 1\" 1\" 1\"
OnONy, A"=PD"P*=P|0 1 0 |P'==4-4]-=| 4+2|-=| 4-4{-=| |.
1" 6 2 2
O 0 (__j 1 n 1 n 1 n
2 1+2] -= 1-|-= 1+2] -=
2 2 2
d. La variable aléatoire X, a pour loi: P(X, =0)=0, P(X,=1) =0, P(X, =2) =1.

Puis on obtient celle de X, alaidede: 0 n ON*, U, = A"U,, et en développant :
O n ON*,

. P(xn:0):1 1e2( -1 |,
6 2

. P(xnzl):1 a-af -1V | et
6 2

. P(X, —p)=1140(-1
6 2

73.a. Soitdonc: n ON.

La variable X, prend ses valeurs dans {0,l..., n} et{(X,=0), (X, =2),...,(X, =n)} forme une
systeme complet d’événements.

Donc:O1sksn+1, P(X,, =k)=> P(X,., =k, X, =i).

Or puisque le mobile ne peut que revenir a I'origine ou se déplacer vers la droite, on a :
Oi#zk-1, P(X,,, =k, X, =i) =0, donc:

I:)(Xn+1 = k) = I:)(Xn+l = k' Xn = k _1) = I:>(Xn:k—l)(xn+1 = k)P(Xn = k _1) :ﬁp(xn = k _1) .

. Il est alors immédiat par récurrence finie que :

OnON OO<ksn, P(X, =K) = ip(x 0)—k11 -
. En reprenant la remarque faite dans Ia questlon 1 sur le systeme complet d’événements, on a donc :
n u.
OnON,1=) P(X, =k Uoic - ot
Z ( )= Z ok+1 % n—-j+1

u
* Pour: n=0, on obtient : TO =1, ce qui traduit bien le fait que le mobile part de l'origine.
u, 1 ,
- Pour: n=1,1=20 + " o u, ==, puis:
2 1 2

e pour: n=2, 1=ﬁ+ﬂ+£,soit: u, =i,et:
3 2 1 12

u
e pour: n=3, 1=—°+i+ﬁ+i, soit : U, =§_
4 3 2 1 8
n+l n+l
.Pour: n ON, on peut écrire : Y (k+1).P(X,,; =k) =1LP(X,,; =0)+ > kP(X, =k-1).
k=0 k=1
n+l n+l

De pIUS : Z(k +1)'P(xn+1 = k) = E(Xn+1) +z I:)(>(n+1 = k) = E(Xn+1) +1v et:

n+l

ka(x =k-1) = Z(k+1)P(X —k)—E(X)+ZP(X =k) = E(X,) +1, doi :

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 10 : Variables aléatoires (Exercices : corrigé niveau 3).




E(X,.,)+t1=u., + E(X,)+1, etfinalement: E(X,,,)=u,, + E(X,).
On en déduit par récurrence que : 0 n=1, E(X,) = ZUk +E(X,) = ZUk ,
k=1 k=1

car X, estnulle.

e. Le mobile se retrouve a l'origine a I'instant n pour la premiére fois s'il n’a fait que se déplacer vers la

droite, sauf au dernier mouvement ou il est revenu a l'origine soit :
OnON* (T=n)=(X;=Dn..n(X,,=n=-Dn (X, =0,
et donc par la formule des probabilités composées :
12 n-1 1 1
P(T =n) = P(X, =1).P(X1:1) (X, =2)n...(X,., =n=-1) n (X, =0) 255

n n+1 n(n+l)

Puisque T prend ses valeurs dans N, on en déduit que :

P(T=0)=1- ZP(T—n) 1- Zn(n+1)= —Z{ n+J 1-(1-0)=0.

=1
Autrement dit il est presque sOr que le mobile ne reviendra pas a l'origine.

f. Enfin, il est clair que la série Zn.P(I' =n) diverge puisque c’est la série Z— et T n'admet donc
n=0 n21

pas d’espérance.

Lois usuelles, modélisations.
74. Dans cet exercice on va noter :
e Num(i) la variable aléatoire donnant le numéro de la boule obtenue au i

ieme

ieme

tirage, pour : i =1,

« A Iévénement : « la boule obtenue au n'™™ tirage est identique a celle obtenue au (n—1) *™ tirage »,

pour: n=2.

En particulier, onadonc: O n=2, A, =(Num(n) = Num(n—1)) = (Num(n) - Num(n-1) = 0) .

Les variables aléatoires Num(i) étant mutuellement indépendantes, les événements A, le sont aussi.

On peut également indiquer que : T(Q) ={k, k + 1..} O{+ e},

puisque le premier tirage ot on peut obtenir k boules identiques est bien le k *™.

a. L’événement (T = k) alors a I'événement : « toutes les boules tirées sont identiques », autrement dit a
I'’événement : (Num(k) = Num(k —=12)) n...n (Num(2) = Num()), soit encore A n...n A,, qu'il vaut
mieux penser “en commencant par la fin” (autrement dit le k™ tirage).

Donc par indépendance ona: P(T =k) =P(A n...n A) =P(A)..P(A,) = _ﬁ % le_l .
De méme I'événement (T =Kk +1) correspond au fait qu'on obtient k boules identiques a l'instant k +1

(autrement dit que les boules 2,...,k +1 sont identiques) et pas avant.

Donc: (T =k +1) =(h(Num(i) = Num(i —1))} N (Num(2) Z Num@) =A,, n..n A, n E

et a nouveau par indépendance : P(T =k +1) = P(Akﬂ)...P(Aa).P(E) = le_l (1—%] = NN_kl

b. De la méme fagon, pour : n=>1, 'événement (T =k +n) s'écrit :

k
(T=k+n)= (ﬂ(Num(nH) = Num(n +i —1))] N (Num(n+1) # Num(n)) n (T < n).
i=2

En effet, cela correspond bien au fait que toutes les boules obtenues aux tirages n+Kk,...,n+1 sont
identiques, mais pas a celle obtenue au n'"®™ tirage, et qu'on n'a pas obtenu k boules identiques

jusqu’au n'*M€ tirage.

Puisonréécrit: (T=k+n)=A, n..nA,, N m Nn(T<n).

Enfin par indépendance (justifiée avec des arguments similaires a ceux de la question a.) :

P(T =k+n) =P(A,.,).-.P(A.2)-P(A,.)P.((
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puisque I'événement contraire de (T <n) est bien: (T >n).

. Puisque les événements ((T =Kk +n) ), sont incompatibles, la série Z P(T =k +n) est convergente et

n=1
donc la série »_ P(T >n), aussi.
nx1

Et comme la variable aléatoire T est a valeurs dans N, on en déduit qu’elle admet une espérance.

+00 +00 +00 k
Deplus: E(T) =Y P(T>n)=P(T>0)+> P(T>n)=1+ N T

n=0 n=1 n=1 -
En effet on a admis que I'opération s’arréte presque sGrement donc que ((T =n), n=1) forme un
systeme complet (ou quasi-complet) d’événements, et donc que : P(T >0) = Z P(T=n)=1.

n=1

P(T =k +n).

Enfin et puisque T est en fait a valeurs dans {k, k + l} ona:

1= 3 P(T=n)=P(T =k)+ 3" P(T =1) = P(T =K)+ >’ P(T =k +1)

n=k+1 n=.

NK Nk 1 Nk -1
etdonc: E(T)=1+ A-P(T=k)) =1+ 1- = )
(M) N—l( (T=k) N—1( N"‘lj N-1

Remarque : on peut noter que si : k =1, (soit une séquence d’'une seule boule « identique » a obtenir) on

75. a.

abien: E(T) =1.

. Soient les événements B, : « les boules obtenues aux tirages nk + 1,...,nk + k sont identiques ».

Alors: B, = A NN Ao

et toujours par indépendance : P(B,) = P(A, .)--P(A..2) = 1

N k-1 *
Soit enfin B I'événement : « 'opération ne s’arréte pas ».
Si I'un des événements B, se réalise, alors B ne se réalise pas.

Par contraposée, si B est réalisé, alors aucun des événements B, ne se réalise.

Donc : BDﬁB_n.

n=0

m__ m__ m - m m+1
Enfin: O m ON, P(ﬂ an = P(ﬂ Bn] = P(B,) = |‘! @-P(B,)) :(1— le_lj ,
n=0 n=0 n=i n=
par indépendance, et enfin par continuité décroissante :
P(B) < P(ﬂﬁnj = lim F{ﬂﬁnj =0,
n=0 M e n=0

puisque: N=>2,et: k=2.
On conclut bien que : P(B) =0, et donc que I'événement : « I'opération s'arréte », est presque sir.

Puisque X correspond au nhombre de boules Noires tirées, I'ordre dans lequel elles apparaissent n’est
pas important et seul 'ensemble des boules (Blanches ou Noires) tirées est important.
Donc Q peut étre choisi comme univers de I'expérience.

. X(Q) est un ensemble d’entiers positifs.

Le nombre maximum de boules Noires tirées est :
* n, s'ily a plus de n boules Noires au départ, soit: n< N.p, et:

* N.p s’iln’y a pas n boules Noires au départ, donc si: N.p<n.
La valeur maximale que peut prendre X(Q) est le plus petit de ces deux entiers soit : min(n, p.N).
D’autre part la valeur minimale de X(Q) sera:

* 0, si on peut tirer n boules Blanches, doncsi: n< N.q, et :

* n—N.q, c'est-a-dire le nombre de boules Noires qu'’il faudra obligatoirement tirer une fois qu’on aura

épuise le stock de boules Blanches s'il y a moins de n boules Blanches, autrement dit quand : N.g<n.

La valeur minimale que peut prendre X(Q) est le plus grand de ces deux entiers : maxO,n—q.N) .
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76. a.

77. a.

Finalement : { X (Q) ={max@©,n-qg.N), ..., min(n, p.N)} .

. Pour : kO X(Q), le nombre d’éléments de X(Q) correspondant a (X =Kk) est le nombre d’ensembles

contenant k boules Noires (prises parmi N.p) multiplié par le nombre d’ensembles contenant n—Kk
boules Blanches (prises parmi N.qQ).
Comme cette situation correspond clairement a une équiprobabilité de tirage pour chaque boule, on

N.p)( N.g
k \n-k
N :
n
Pour: n ON* S, correspond au nombre d'épreuves nécessaires pour obtenir le ™" succés, soit le

nombre d’épreuves pour obtenir le premier plus le nombre d’épreuves supplémentaires pour obtenir le
deuxiéme, et ainsi de suite jusqu’a obtenir le n*™ soit: S, =T, +...+T,.

munit X (Q) de la probabilité uniforme et : P(X =k) =

ieme

. Pour: n ON*, T suitla loi géométriqgue & (1- X) (loi du premier succes dans une succession

d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme loi) et :
Ok ON*, P(T, =k) =x*".1-X).

Classiquement, on a alors : E(T,) = i et: V(T,) = X 5
1-x @-x)

.Laloide S estlaloide T, et: 0 k ON*, P(S =k)=x".(1-X).

Puisque de plus: S, =T, +T,, S; est a valeurs dans N — {0,1}, et :

k-1 k-1 k-1
Ok=22, P(S,=k)=> P(T, =i,T, =k =i) =Y P(T, =i).P(T, =k =i) = Y x"".(-x).x"".@A-X),
i=1 i=1 i=1
par incompatibilité puis indépendance.
Dot: 0 k=2, P(S, =k) =x2.@-x)°.(k-1).

. Soit: n O N*

On remarque tout d'abord que S, est a valeurs dans {n, n+ 1} puisqu’il faut au moins n épreuves

pour obtenir n succes.
Puis : 0 K =n, appelons E, I'événement : « on obtient n—1 succes lors des k premiéres épreuves »,

et A I'événement : « obtenir un succes a la k °™ épreuve ».
Alors: P(S, =k) =P(E,_, n A)) = P(E,_,).P(A,) . par indépendance des épreuves.
Puis E, correspond a obtenir k succeés dans la répétition de n—1 épreuves de Bernoulli

k
indépendantes et de méme loi, donc : P(E,) = (n 1].(1— x)" x0T
- n-1  k-n k -1 n ,k-n
Donc: P(S, =k) = A=) X A-x) = A=x)" X",
n-1 n-1

ce qui redonne bien laloide S oude S,.

. Pour n fixé, la variable S, vérifie : ZP(Sn =k) =1,
KIS, (Q)
+00 +00 k_l ~ 1_X N oo k_l
donc:1=Y P(S =k) = A=) X" = =2, X<,
> p(s, =K z(1j< =[] z(lj

n

+00 k_
dou: 0 x 0]0,A[ O n ON* > =2
k=n n-1 (1_ X)

Comme somme d’une famille de n variables de Bernoulli indépendantes et de méme loi, S, suit la loi
binomiale % (n, p) c'est-a-dire :
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« S, prend ses valeurs dans {O n}, et:

«+00<ksn, P(S, =k) =(E)-pk-(1— )"

b. L’événement (S, est pair) correspond a (X, =0), donc: P(S, est pair) =P(X, =0)=1-p.
u, correspond a I'événement : (S, est pair) =(S, =0) (S, =2)=(X,=0,X,=0)0 (X, =1, X, =1,
soit par incompatibilité et indépendance : u, = P(S, est pair) = (L- p)* + p®.
Puis (S; est pair) est la réunion disjointe de :
(X,=0,X, =1, X, =) 0(X, =1, X, =0,X, =) O (X, =1, X, =1, X, =0), etde:
(X, =0,X,=0,X,=0).
D’oul & nouveau par indépendance : u, = P(S, est pair) = 3.(L— p).p” + (L— p)°.
c. On utilise pour cette question le systeme complet d’événements {(S, est pair), (S, estimpair)}, et:
=P(S,,, est pair) = P(S,,, est pair,S, est pair) + P(S,,, est pair,S, est impair), et donc :
U,y = (Snapa")( .+ €St pair).P(S, est pair)
+ Rs, estinpair) (San €St pair).P(S, est impair).P(S, est impair).
PUIS : Plg, e pary (Shea €5t PIN) = P(X,,,, =0) = (L= ),
de méme : Fig o inpar) (Syvy €8t pair) =P(X,; =)= p
Dou: U, =1-p)u,+p.lL-u,)=@A-2p)u, + p, soit bien la relation attendue.
(u,,) constitue alors une suite arithmético-géométrique et on commence par trouver ¢ tel que :

« =aa +b, quidonne: a)=%, puis: OnON*, (U —w) =1-2.p)"".(u, - ), soit
1 _ 1, 1 1
OnON5 u ==+1-2p) " . l-p-2)==+=.L-2.p)".
=5t A=2p) A p-o) =S+ o A-2p)

: . 1
On en deduit en particulier que (u,) tend vers E

C’est assez peu surprenant puisque méme si I'expérience de Bernoulli est déséquilibrée, ce déséquilibre
contribue autant a la parité qu'a I'imparité de S, , qui sur un tres grand nombre de répétition a finalement

s A N 1 . A .
une probabilité d'étre pair qui tend vers E , Soit autant que d’étre impair.

78. On va noter classiquement : q=1-p.
a. X, correspond a une succession d’expériences de Bernoulli et exprime le premier succes obtenu : elle

suit donc une loi géométrique Z(p)et: D1<ks<n,Oi ON*, P(X, =i)=p.A-p)'™" = pg™
_1 _1-p
et ) =

De plus : E(X,

b. Le nombre de semaines nécessaires a la prise d’au moins une greffe est plus grand que m si et
seulement si tous les rosiers ont besoin d’au moins m semaines pour qu'une greffe prenne, et donc :

Yzm)=(X;2m)n..n(X,=2m),
d’ou par indépendance : P(Y 2m) = P(X; 2m)...P(X, 2m).
m-1

Puis par incompatibilité : 0 1<k <n, P(X, 2m) :ZP(X =i)= qu' T =p 1 czl 0) =q™,

etdonc: P(Y =2 m)=q™™?,

On en déduit a nouveau par incompatibilité que : P(Y =2m) =P(Y 2m+1)+ P(Y =m), d'ou :
P(Y - m) - qn.(m—l) _ qn.m - qn.(m—l) (1_ qn) .

Remarque : pour : m=1, on retrouve bien la loi géométrique.
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79. a.

b.

Il est alors clair que » mP(Y =m) converge car: mq™™™.(1-q") =o,, [izj et:
m

m21

n.(m-1) (1) — 1
gimq a-aq") = (- q)Zm(q) (- q)(lq) v

. De méme, on a: (Z <£m) si et seulement si les greffes ont pris sur tous les rosiers en moins de m

semaines, soit: (Z<m)=(X; <m)n...n (X, <m), et par indépendance :
P(Z<m)=P(X; <m)..P(X,<m).

Puis par incompatibilité : 0 1<sk<n, P(X, sm)=> P(X, =i)=) pq™= p.ll_q =
= i=1 -q
Donc: P(Z<m)=(@1-g™)".
De méme qu'auparavant,ona: P(Z<m+1)=P(Z<m)+P(Z=m+1), et:
« P(Z=1) = p", (ce qui traduit le fait que toutes les greffes prennent des la premiére semaine) et :
eOm22, PZ=m=PZ<m-P(Z<m-1)=@1-gq™)"-@A-qgq™")".

. Le théoreme 3.2 montre que Z admet une espérance lorsque la série z P(Z = m) converge ce qui est

m21

équivalent a la convergence de la série » P(Z >m).
m>0

Or: P(Z>m)=1-(@1-9q™", etquand m tend vers +o : 1-(1-gq™)" =1- @-ng™ +0o(q™)) ~ ng™.
Comme série a termes positifs, cet équivalent (au terme général d’'une série géométrique convergente)
montre la convergence de la série Z P(Z >m).

m=0
. — m 2 1 1+2q 3-2.p
.Enfin, pour: n=2,0na: » - 1-gqM))? (2q9™ - .
mz:o Z "1-q 1-¢ 1" @-p)p

S est tout d’abord a valeurs dans N, puis pour: n ON, k ON, P(N:n)(S =k) vaut :
e 0si: k>n (on ne peut avoir plus de succes que d'épreuves effectuées),

n
. (k}pk - p)"™*, si: k<n, puisque c’est le nombre de succés dans une suite de n épreuves de

Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
La formule des probabilités totales donne alors :

p(s:k):iaN:n)(s:k)_p(N:m;i(i}pk_a p)nk —/IAn p e /] i((l(—np_).l:]))l‘ .

Avec une translation d’indice, on obtient :

Dk on, ps=l = A _Az«l DAY - (BN 1 gos - B g

ki k!
et on reconnait une loi de Poisson de parametre (pA).
De méme E est a valeurs dans N, et par symétrie, E suit la loi de Poisson de paramétre ((1— p).A).
Enfin, pour : (k,k') ON? ona: (S=k,E=k')=(N=k+k',S=KkK).

K+ k' k+k K ;K gk
Donc: P(S=k,E=k') = pk.[L- )k g AT _geigeen AP A
K K+ K) kLK

AT
et on constate qu'on a bien : P(S=k,E =k') =e ™ (pk/‘) g 4P w =P(S=Kk).P(E=k').

Les variables S et E sont donc bien indépendantes.
Pour : (m,n) O N? on peut écrire :
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80. a.

m+n
P(N=m+n,S=n)=P(N=m+n).P,_...,(S=n)=P(N=m+ n).( ].p“.(l— p",
n
mais aussi par indépendance : P(N=m+n,S=n)=P(E=m,S=n) =P(E=m).P(S=n),

ce qui donne I'égalité : P(N =m+n).(m+ n)!.w =P(S=n).P(E=m),

nt.m
et finalement : (m+n).P(N =m+n) = ( P(Sn: ") .n!]{ P(E = T).m!j.
P - p)
On a bien obtenu ce qu’on voulait avec : U, =P(S—n:n).n!, et: v, :ﬁm :
P -p

On en déduitalorsque : 0 n ON* u v, =P(N =n).n'=u,_, Vv,

et comme par hypothése P(N =n) ne s’annule jamais, on en déduit que :
e v, 20,

. Vl

e puisque: U n ON* u, =u,_,.—.

VO

. . . V. . : u
La suite (U,) est ainsi géométrique (de raison : @ =—+), et (v..) par symétrie (de raison : B =-1).
VO 0
n

Onaalors: 0 n ON, n.P(N=n)=u,.v, =(U,V,).a", et: P(N=n)= (uo.vo).a—l.
n!

a"
|

= (Uy.V,)-€7, dou : (u,v,) =€, et finalement :
n!

Enfin: Y P(N =n) =1=(UyV,).Y
n=0 n=0

n

OnON, P(N=n)= e_".a—', autrement dit N suit la loi de Poisson &(a).
n!

Puisque les variables X,...,X, sont a valeurs dans N*, U est a valeurs dans N*.
il est ensuite plus simple de calculer P(k <U) car:
Ok ON* (ksU)=(ks X)n..n(ksX,),
et par indépendance : P(k<U) =P(k< X,)..P(k< X,).
k-1

Mais comme de plus: 0 1<i<n, Ok ON%, P(k< X)) =D P(X, =j)=> pg'™*= p.lcI =g,
=k j=k -q

on en déduit que : P(k <U) = (g“™)".
De la, on peut écrire par incompatibilité : 0 k ON*, PU 2k) =PU =k)+PU =2k +1),
soit: O k ON*, PU =k) =q"*™® —g™ = @1-qg").(q")*™?,
autrement dit U suit la loi géométrique de parametre (1-q").
1

1-q

U admet donc une espérance qui vaut: E(U) =

n -

. De méme, V estavaleurs dans N*, et: 0 k ON*, (V <k)=(X;<K)n..n (X, k).

A nouveau par indépendance : P(U < k) = P(X, <k)..P(X, <k) =(P(X; <k))".
k

k k -
Puis - P(X, k)= Y P(X, = ) =Y pa’™ = p i =1-¢" et: PV k) = @- "),
j=1 =1 q

Toujours par incompatibilité, on en déduit que :
Dk ONs PV =k)=P(V <k)-P(V <k-1)=@1-q“)"-1-q")".

On constate ensuite que la série z P(V = k) converge puisque :
k=1

P(V 2k) =1-P(V <k) =1-P(V <k-) =1-1-q"")" ~ (9")"",
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qui est bien le terme général d’une série convergente.

Enfin: E(V) = 2(1 1-g<)" = 2(1 1-g4)")= 2(1 2( 1)[}1“) Sy 1)'“U

k=0 i=1
On fait ainsi apparaltre la somme de n serles, toutes convergentes pwsque

O1<i<n, iq"" =ﬁ,etdon01 E(V)=i‘,(—1)”l( ]qu' _Z( 1)”1(”}1_%'

q

Couple et famille de variables aléatoires.
81.a. X suit la loi géométrique &( p) et prend ses valeurs dans N.

b. On cherche ainsi le nombre de Piles que B va obtenir au cours de n lancers.
Cette variable aléatoire suit donc la loi binomiale % (n, p), et :

OnON,00<ksn, Py, (Y=k) = (jp - p)”"‘:(Ej.p".q”"‘

c. On utilise ici le systéme complet d’événements {(X =n), n 0 N*} et la formule des probabilités totales

donne : P(Y =0) = ZP(Y 0,X=n)= Z x=ny (Y = 0).P(X =n) =i[8}p°.q”_o.p.q”’l,

n=1

n 1 Pq q
etdonc: P(Y =0) = pa.> (q°) l—pq = = .
Z.;‘ 1-¢° (@-q9).@+q 1+q

Pour: k=1, onade méme : P(Y =k) = Z Pyen (Y =K).P(X =n).
n=1

Mais dans cette somme, ona: P,_, (Y =k)=0,désque: k>n, etdonc:

+0o +0o n ~ . N ~ +00 n .
P(Y =K) =) Py (Y =K).P(X =n) = Z(k}pk.q“ K pg"t=p<tg 1.z(k}(q2) k.
n=k n=k

n=k

+00
On utilise alors la dérivée k™™ de la série entiére »  x“ qui conduit & I'égalité :
n=0

_ L nk .;:m M
DxD]l,’fl[’( - x)k Z”(” D-tn=k+D.x @L-x)** Z(k}x .

n=k

k+1 k-1 k-1
a1 ke 1 p q 1 1 q

On adonc: P(Y = k) = p*?t.gk?. = . . = . .
==y [1_0.} (1+qj 1+q?  @+q)’ [mj

On constate alors bien que :

k-1
ZP(Y_ k) = : i 1 -4, t 1 _a,lv
1+q o &llva) 1+q @+ 1- 4 1+q (@+q®

1+q
d. Notons alors G; I'événement « B gagne » et G, I'événement « A gagne ».

q 1
Al P(G,)=P(Y=1D)=1-P 0O)=1-—=—.
ors : P(Gg) = P(Y 21) =1-P(Y =0) =1- -0 = =

Donc on en déduit que : P(G,) =1-P(Gg) =4
Commeona: <1, onatoujours: P(G,) <P(Gy), et donc le jeu n'est pas équitable, déséquilibré en
faveur de B.

82. a. Pour obtenir k succes, il est nécessaire d’avoir au moins k variables de Bernoulli qui interviennent.
De plus, obtenir k succés peut intervenir au bout d’'un temps aussi long qu’on veut.
On aura ainsi : O kO N, T, (Q) ={k, k+1,..} O{+ oo}
Puis pour : N>k, obtenir k pour la premiére fois au bout de N essais est equivalent a obtenir k-1
succes au cours des n—1 premiers essais et un dernier au n'*™® essai, ce qui s'écrit :
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OkON,Onz2k, (T, =n)=(T_,<n-Dn(X,=1).
Les variables X, mutuellement indépendantes, T,_, et X, le sont aussi et :

P(T, =n)=P(T, <n-D.P(X, =1).
Or(T,, £n-1) estéquivalent a distribuer k —1 succes parmi les n—1 variables X, ,..., X, estsa
probabilité est donnée par une loi binomiale, d’ou :

n n-1 _
P(T, =n) = (k Jp q‘“”“)p{k_l}pk-q“

b. On va montrer le résultat demandé par récurrence sur k.
* T, est le temps d'attente du premier succés et suit bien la loi géométrique Y, .

* Soit: KO N*, tel que T, et Y, +...+Y, suivent la méme loi.
Onaalors: T,,, =Y, +..+Y, +Y, , =T, +Y,,, , et:

02k, (M =0 = =) n (% =n-1).

et toujours par indépendance :
n-1 1 i . ke n-1 |_1
P(Te.y =) =Y P(T, =i).P(Y, =n-i) = Z( Jp g~ .pg Tt =p“ig “.z(k_lj.
i=k i=k
Pour cette derniére somme, on montre par récurrence que :

Omzk+1, mzl[' _1j (mk 1)

En effet, elle est vrai m=Kk+1, pui i[i_lj [k_lj 1 [kj
n eret, elle est vraie pour : = , puisque : = =1l= )

et si on la suppose vraie pour m donné, m=k+1, alors :

e i e G R R Y

n-1 n-1
D P T =n) = n-k-1 - . k+l. n-(k+1) '
onc: P(T,,, =n) = p*.q ( " j [(k+1)—1jp q

ce qui termine la récurrence.

c. Par combinaison linéaire, T, admet donc une espérance et une variance.
Puis par linéarité : E(T,) = E(Y,) +...+E(Y,) = k.l 25.
p P

Enfin, les variables Y, étant indépendantes : V(T,) =V (Y,

83. Notons P, (respectivement F,) I'événement : « le k ®™ lancer a donné Pile (respectivement Face) », et
posons classiquement: q=1-p.
a. La variable L, prend ses valeurs dans N*.
Puispour: n ON*ona: (L,=n=(Fn..nF,nP)OFRNn..nP,nF.,),
et ces événements étant incompatibles, on en déduit que :
P(L,=n)=P(F,n..nF,nP)+P(Pn..nP,nF.,).
Puis par indépendance : P(L, =n)=@-p)".p+p".A-p)=q".p+p"q.

. , . 1
Il est ensuite clair que L, admet une espérance car : n.P(L, =n) =o0,, (—Zj et:
n

< s 1 1
E(L)=)> np".g+ ) nqg".p= pg.
' zl zl a-p? Pa-qr

b. Tout d'abord L, et L, prennent leurs valeurs dans N*.

-P.49
a p
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84. a.

Puis : O (n,m) O N*,
L=nL=m=Fn.nF,nP,n.nP, nF.w)OPFn..nP.nF . n..0F.,, 0P, -

A nouveau par incompatibilité puis indépendance :
P(L,=nL,=m)=qg".p".g+p".q".p=p"".q" +q

n+l m

p".

. On en déduit, par la formule des probabilités totales que : 0 m [0 N*,

+o0 +o0 +o0 2 2
P(L, =m) =3 P(L =nL, =m) =3 p™a" + 2 a™p" =g+ p"d— = pg™ + g™
n=1 n=1 n=1 1-p 1-q
Pour la méme raison que pour L;, L, admet une espérance et :
+00 . +00 g 1 1
E(L ): rn'pm l.q2+ rn.qm l.p2 :q2. + p2. :2
’ mzi Z;‘ @-p?® = @-q?

. Par la formule du transfert, cela revient a montrer que la série Z(z nmP(L, =n,L, = m)j converge.

n21 \ m=1

Or: 0 n=1, la série Zn.m.P(L1 =n,L, =m) converge car :

m=1

+00 +o00 1
nmP(L, =n,L, =m)=n.> m(p".g"+g"".p") =np™q. +ng™.p. ,
mzzl BT mzl L-q)? - p)®
soit: Y. nmP(L, =n,L, =m) =n.p"".q+ng"".p.
m=1
Puis la série ) (n.p"*.q+n.g"*.p) converge et:
n=1
ST - S 7 - 1 1 1. 1_pt+tq_1
(n.p"tg+ng"tp)=qg> np"+pY ng"t =q. +p. ==+== =
zl zl zl @-p* " @-a* a p pa pq

Donc le couple (L;,L,) admet une covariance et :
_ 2 _ 2 2 _ N2
COV(Ll,L2)=i—2,[£+ﬂj=1 2p°-2@1-p)° _-4p°+4p-1__(2p-J |
p-d q p p.q p.q p.q

.*Si: p# % ,alors : cov(L,,L,) #0, et L, et L, ne sont pas indépendantes.

*Si: p =1, alors : cov(L,,L,) =0, mais ca ne suffit pas pour garantir 'indépendance de L, et L,.

Cependant :

1 n+1 1 m 1 n+1 1 m 1
O(n,m)ON*2 P(L,=nL, =m)=|=| |=| +|=| |=]| = ,et:

S O ) IO e s

0
o n2 )

. _ < _ _ n-3 - < _ _ n-3 = d3 1 = 6
De plus: 0 x 0]-1,+1], ;n.(n 1.(n-2)x gn.(n 1.(n-2).x v [1_ xj 0

La série converge puisque : 0 x 0]-1,+1[, n.(n=1).(n—2).x">

. Tout d’abord ( X,Y') est a valeurs dans N*x(N \ {0,1}).

Puis:On=1,0m=2,
esi:m<n,alors: P(X =nY=m)=0,
car il ne peut y avoir une 2°™ réalisation avant la premiére.
esi:m>n,alors: (X=nY=m=(En..nE_ NS nE,;n..nE,_;NnS,),

en notant E, I'événement « échec a I'épreuve k » et S, I'événement « succes a I'épreuve K ».
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85. a.

. X admet une espérance et une variance, suivant la loi géométrique, et : E(X) =—, et: V(X) =
p

Par indépendance, ona alors : P(X =n,Y =m) = (L— p) ™. p? = (1- p)™2.p?
On en déduit que :
< < m-2 .2 , @-p)"*
Onzl, P(X=n)=)P(X=nY=m)= > (@-p)"2p?=p’——"—
m=2 m=n+1 1_ (1_ p)
et X suit la loi géométrique &( p), ce qui est assez logique.

=p.a-p"

Foo m-1
Puis: O m=2, P(Y=m)= z P(X=nY=m)= Z(l_ p)"2.p? =(m-1).L- p)™2.p?
n=2 n=1

1-p

> -

P

Puis Y et Y? admettent une espérance puisque :
me 1 me 1
(m-12.0-p)™*.p° =0+m(—2j. et: [(m-2.¢- p)"*.p*]* =0+m(—2j.
m m
donc Y admet aussi une variance.

De plus : E(Y) =Y m(m-1).0- p)™?.p* = p? = E et par la formule du transfert :
P

=2 (1-@-p)’
E(Y?) = Zmz.(m—l).(l— p)™2.p? = Zm.(m+1).(m—1).(1— p)™2.p? —.E(Y), dou:
— 3 2 6 2 _6 2
E(Y?) = p°. Dm(m-2.0-p) ™ -==p*— —— - =—-=.
Y9)=p Z,(m*' )-m(m-1).0-p) 0 P a-a-p) p p° p
On en déduit que : V(Y) = E(Y?) - E(Y)? =£2—E—iz = 2'(1_2 P) .
p- P P P

. La variable aléatoire X.Y admet une espérance si et seulement si la série Z(Z nmP(X =n,Y = m)j

m=2\ n=2

converge et pour cela :

i m-1
Onz=1, ZH.m.P(X =nY=m)= Zn.m.(l— p)™2.p% = mp?.(- p)™2. (m 21) .m
n=1 = -

mz (M=1) _ P’

Puis: E(X.Y) = Zm .p%.L-p) 5 5 Z[m(m 1).(m-2)+2m(m-1)].(1- p)™?, d'ou :
p 6 2 2 3.(1-p) 3-p
E(XY 1- ). , - 2_3-p
K= Py P ey T +|o p?

Finalement : cov(X,Y) =

2 2 7

p

p
.Pour: n=>2, etsachant (Y =n), X prend ses valeurs dans {:L...,n—l}, et:
1

P(X=kY=n__ (d-p"".p° _

P(Y=n)  (n-2.a-p)""p° (-1’
autrement dit, c’est la loi uniforme sur {:L n —J}, résultat assez cohérent puisque si: (Y =n), le rang
de la premiére réalisation avant cette 2™ réalisation est équiprobable.

P(Y=n) (X = k) =

Notons tout d’abord que pour tout : n>1, et puisqu’on peut n’avoir obtenu aucun 6 dans les n premiers
lancers, il semble possible d’avoir au n**™ lancer un nombre de 6 compris entre 0 et N .

Procédons ensuite par récurrence.

Ona: § = X,, et X, compte le nombre de Succes (« obtenir un 6 ») dans la répétition (N fois en tout)

- . L1
d’'une expérience de Bernoulli de paramétre E .

Donc S suit la loi binomiale % (N%]
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Supposons ainsi que pour : N=1, S, suit la loi binomiale £ (N, p,,).

P
Alors: 0 0< psN, (S.,=p) =U((Sn =k) n (X,,; = p—K)), etdonc:
k=0

P
P(Sw=pP) = Z P(S, = k)'P(Sh:k) (Xiia = P—K).
k=0

Or pour: 0< p< N, la variable aléatoire X, suit la loi binomiale % (N - k%) pour la probabilité

conditionnelle P(quk) , car cela correspond au nombre de Succés (obtenir un 6) en lancant les N —k dés

restants.
PN N -k p-k (N-K)=(p-k)
Donc : P(S,, = p) = Z( k}pﬁ.a— p)"* ( N kj@ @ |
Or:
CDo<k<n [NYN-K)__ N (N-K! N P (NY(p
SR p-k) K.N-K!(p-KL(N-p)! p.(N-p!'K.(p-K! |p/lk)

(1 p-k 5 (N-K)-(p-k) 5 N-p D k 1 p-k
«00<sksp, pc.a-p IVl =| [= == .a-p)V|—1(= ,
p. vi-a-p0" (3] (2] ) e (3

o=(pJo-nor(E) "N ()

Avec la formule du binbme, on peut alors écrire :

p

2.

k=0

dou: P(S,,, =

N 5\ i 1) N5N—p1_nN1+5_np
P(S..=p)=| " |- pn)N.(—j [ (_j I p)p_( pj |
P 6 1-p, 6 p)\6) "@-p,) 6
et comme : 1_1+5-pn = 5-5.p, :5_1_ Pn ,
6 6 6
N P N-p
onconclutque: P(S.,, = p) = (%j (1_1+5-pnj ,
p 6 6

1+5.p,

et S,,; suitla loi binomiale (N, p,.,), avec: p,,; = , Ce qui termine la récurrence.

+00

. L’événement qui nous intéresse et dont on veut la probabilité est U(S< =N).
k=1

On peut alors remarquer que : 0 n=1, (S, =N)UO(S,,; =N).

En effet, si (S, = N) est réalisé, alors tous les dés ont donné des 6 au bout de n lancers et il n'y a plus
rien qui changera ensuite : en particulieron: O k=n, S =S , etdonc: (S, = N) estréalisé.

Puis la suite ((S, = N) )1 étant croissante au sens de l'inclusion, on a :

Onz1, O(sk =N)=(S, =N),

et par continuité croissante : P(U(SK = N)J = lim P(S, =N).
k=1 nowe

La suite ( p, ) est par ailleurs arithmético-géomeétrique et apres étude classique, on obtient :

5

n-1
Onz1, p, :1+(€j (p,-)=1-

N
N n
Donc en particulier : O n=1, P(S, = N) :(N}pr’f @1- pn)0 =(1_(_j ] )

)

5
6
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+0o

On en déduit que : Ilm P(S, = N) =1, et I'événement U(SK N) est presque sirement réalisé.
k=1

c. Toujours avec les inclusions précédentes, ona: 0 n=1, (T <n) = U(S< =N)=(S,=N).
k=1

Donc par incompatibilit¢ : O n=2, P(T=n)=P(T <n)-P(T <n-1) =P(S, =N)-P(S,_, =N), soit:

.0nz2, P(T =n) ={1—@n]N —{1—@}

« eten complément: P(T =1) =P(S =N)=—,

qui correspond a la valeur précédente pour : n=1.
d. On utilise la deuxieme expression de I'espérance.

La série Z P(T >n) converge car :

n=0

On=21, P(T>n)=1- P(Tsn)zl_(l—(gjnJ :g(':]_(_l)m(gj” |

autrement dit la série apparait comme la somme de N séries géométriques convergentes.
L’égalité est encore valable pour : n=0, car :

Z[ j( D* =1~ Z( j(—l)k=1—(1—1)“=1=Pcr>o).

k=1

Enfin : E(T):JrZ”P(T >n):i—( J( )k+l Z(( j ] i( ](_1)k+1. 15k :Z(kJ (61) +5k6 - .

n=0 k=1 1-2 k2t

6k

Fonctions génératrices.
86. a. Puisque X et Y sont a valeurs dans N, Z est également a valeurs dans N.

Deplus: 0 nON, (Z =n)=U((X =k) n (Y =n-k)),
k=0
et par incompatibilité puis indépendance :

OnON, P(Z=n)= ZP(X K).P(Y =n-k) = Ze‘” A g M

elet &
e k! (n— k)' n! kz(J

+
soit: 0 n ON, P(Z=n)= e‘“”’).u,
nl
autrement dit Z suit la loi de Poisson &#2(A+), de parameétre (A+p).

b. Puisque :
«JtOR, Gy (t) =",
«OtOR, G, (t) =,
« X et Y sontindépendantes,
on en déduit que : JtO R, G, (1) =G, (1).G, (t) = e gt = g!*mtD
On constate bien que X +Y a pour fonction indicatrice la fonction indicatrice de la loi de Poisson
P(A+ ), de parametre A+ 4.

87. a. La fonction génératrice de cette loi (finie) est un polynéme et plus précisément :

12 1
OtOR, G(t) =) —it*,
k211
gu’on peut écrire sous forme de fraction pour : t #1.
En particulier, on obtient un polynéme de degré 12 se factorisant en :

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 10 : Variables aléatoires (Exercices : corrigé niveau 3). -15-



0 tk t2
OtOR, G(t) =t?
;11 11

b. La fonction génératrice de la variable aléatoire X, + X, est le produit des fonctions génératrices G, et

(P + D).

G, de X, et X, (par indépendance de ces variables), et donc :
OtOR, Gy .y, ) =G, (1).G,(1).
Supposons alors que la loi de X, + X, soit la loi uniforme sur {2, ..., 12}.
Puisque G, et G, sont au plus de degré 6 et que le produit G, ,, estde degré 12, on en déduit que

G, et G, sont exactement de degré 6 et que P(X, =6) et P(X, =6) sont non nuls.

6
Notons alors: 0 1<i<2, OtOR, G (t) =D P(X; =k)t“ =tg(t), avec: deg@) =5.

k=1
Puisque les polyndmes @ sont de degrés impairs, ils admettent au moins chacun une racine réelle donc
ot 11—t

leur produit (qui vaut: O t #1, g (t).@(t) = zll FERER ) admet deux racines réelles au moins.

Or ce polynéme admet pour racines les racines 11°™* de I'unité autres que 1, autrement dit uniquement
des racines complexes.
Conclusion : X, + X, ne peut avoir pour loi la loi uniforme sur {2, ..., 12}.

c. Etant donné que si on lance deux dés (avec des lancers supposés indépendants), la somme des faces
de ces dés est décrite par la variable aleatoire X; + X, ou X, et X, donnent les résultats des faces
supérieures de dés, on ne peut donc jamais obtenir la loi uniforme sur {2, ..., 12} pour loi de :

S= X, +X,, et ceci quelle que soit la maniére dont on définit les lois de X, et X,.

Autrement dit, méme en pipant les dés, les valeurs possibles (c'est-a-dire les valeurs de 2 a 12) de la
somme des faces de ces deux dés ne pourront jamais étre rendues équiprobables.

Résultats asymptotiques.
88. a. Si on développe Y?, onobtient: Y? = (X -m+&)%? = X? +2.(m-&).X +(m-¢&)?,
et tous les termes qui apparaissent ont une espérance.
Donc E(Y?) existe et par linéarité de I'espérance :
E(Y?) = E(X?)-2(m-¢).E(X)+E((m-¢£)%) =V(X)+ E(X)? - 2.(m-&).m+ (m-¢)?,
soit: E(Y?) =0g?+m? —-2.(m-&).m+(m-¢)* =g° +&2.
b. Puisque Y? admet une espérance, Y admet aussi une espérance.
De plus : E(Y) = ZYk-F)(Y:Yk)S Zyk'P(Y:yk)v

v OY (Q) VY (Q),yx >0
puisque les termes oubliés dans la somme contribuent pour une part négative a I'espérance.
Or la variable aléatoire Y.1,,, prend les mémes valeurs que la variable Y en « oubliant » les valeurs

négatives prises par Y .
Donc la formule de transfert donne alors : Z V.PY =y, )=E(N1,.,).

VY (Q),yx >0
Par ailleurs, (1Y>0)2 admet une espérance puisque c’est une variable aléatoire finie ne prenant que 2
valeurs quisont 0 et 1, et : E((L,.,)%) = 0.P(Y £0) +1.P(Y >0) = P(Y >0).
Donc la formule de Cauchy-Schwarz montre que : E(Y.1,.,) < \/E(YZ).E((1Y>O)2) = \/E(YZ).P(Y >0),
et finalement : E(Y) < \/E(Yz).P(Y >0).
c. Comme de plus, on a par linéarité de I'espérance : E(Y) =E(X)-m+&=m-m+&£=£>0,

on peut élever au carré la derniére inégalité et :
(E(Y))* < E(Y?).P(Y >0),

d'oi : P(Y>O)_( ()°
E(Y?)
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s g £
cest-a-dire: P(X -m+&£>0)2———,

g +t¢&
82
ouencore: P(X-m>-¢£)>————.
o +e
Et avec le systeme complet d’événements {(X —m< —¢),(X —m>-¢)},
£? o’

onconclutque: P(X—-m<-¢)=1-P(X—-m>-¢g)<1-

o’+g? og?+¢g?’

d. Si on considére maintenant — X , on a tout d’abord : E(—X) =—E(X) =-m, et: V(-X) =V(X) =0”.

0.2

Donc : P((_X) - (_m) < —8) < 5 2
g +t¢

2
soit : P(—X+ms—£)=P(X—m2£)s%.
o +¢

Enfin: (X -mzeg)=(X-mz¢)0(X-m<-¢),

. i 2.0°
et par incompatibilité : P(X -m=¢) =P(X -m= &) +P(X -m< &) s ———.
o +&
L . S . ) 20° V(X) _o?
e. Cette inégalité est meilleure que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev lorsque : ——— < (2 ) =—.
o +& £ £
Or ceci est équivalent & : £% < g?, soit finalement: £<0 .
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