Chapitre 15

Endomorphismes remarquables des
espaces euclidiens

Dans ce chapitre, sauf indication contraire, (E, (- |-)) désigne un espace euclidien de dimension
n et || - || la norme associée.

I. Isométries vectorielles

1. Définition, propriétés, caractérisations

Définition

Soit u € Z(F). On dit que u est une isométrie vectorielle si u conserve la norme,
c’est-a-dire si
Ve B, [lu(@)] = =]

Exemple — Dans Ry[X] muni du produit scalaire défini par :
(aXQ—i—bX—Fc]aX2 + BX +7) = aa+ bB + ¢,

soit u ’endomorphisme défini par :

b+c b—c
waX?+bX +¢)= —X% +aX + .
( ) 7 7

Alors u est une isométrie vectorielle car, pour tout P = aX? + bX + ¢ € Ry[X],

1 1
|u(P)||* = 5(()2 + 2bc + ¢?) +a® + 5(1)2 —2bc+c*) =a® + b + 2 = ||P|?,

donc en prenant la racine carrée, on obtient que u conserve la norme.

Propriété

Une isométrie vectorielle est un automorphisme.

Démonstration — L’espace E étant de dimension finie, il suffit de montrer que u est injectif. Or,
si u(x) = Og, alors par conservation de la norme, ||z|| = ||u(z)|| = 0 et donc z = 0g, d’ou le
résultat. O

Remarque — Les isométries vectorielles sont également appelées automorphismes orthogo-
naux.

Attention ! En général, une projection orthogonale n’est pas un automorphisme orthogonal : elle
ne conserve pas la norme et n’est pas bijective.



,—[Propriété / Déﬁnition} \

L’ensemble des isométries vectorielles de E est appelé groupe orthogonal de F, et
noté O(FE).

On a notamment :

e Si u et v sont deux éléments de O(F), alors uov € O(E).
eSiuecOE),u!eO).

\ J

Démonstration

e Pour tout z € E, ||z|| = |Jv(z)]| = ||(uov)(z)| car u et v sont des isométries vectorielles
donc conservent la norme. On en déduit que uw o v conserve la norme, c¢’est donc une isométrie
vectorielle.

e Pour tout # € E, ||z|| = ||(uou!)(z)|| = [[u=!(z)| car u conserve la norme. On en déduit que

u~! conserve la norme, c’est donc une isométrie vectorielle. O

— Propriété \

Soit u € Z(F). Pour que u soit une isométrie vectorielle, il faut et il suffit que w
conserve le produit scalaire, c’est-a-dire, que

V(zy) € B (u(@)|uly) = (z|y).
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Démonstration
Si u conserve le produit scalaire, pour tout = € F,

lu(@)|? = (u(2) [u(x)) = (z]2) = |z|* et donc [Ju(z)] = ||=].

On en déduit que u est une isométrie vectorielle.

Si u conserve la norme, on montre que u conserve le produit scalaire a 1’aide de I'identité de
polarisation : pour tout (z,y) € E?,

(lu(z +9)I? = llu(z = )]) ,

e~ =

(u(z) |u(y)) = i (lu(@) +u@)l? = llu(z) — u)|*) =
par linéarité de u. Comme wu conserve la norme, on a donc
(u(z) [u(w) = 5 (Il + ol ~ =) = ().

D’oit la conservation du produit scalaire. O

Soit u € Z(E) et B une base orthonormée de E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e 1, est une isométrie vectorielle.

e [’image par u de la base orthonormée B de E est une base orthonormée de E.
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Démonstration — On note B = (eq, .. .,en).
Si u est une isométrie vectorielle, alors u conserve le produit scalaire, et donc pour tout
(i.§) € [1n]?,

(u(ei) | ulej)) = (eilej) = iy
La famille u(B) est donc une base orthonormée de E : elle est orthonormée, donc libre, et est
composée de n vecteurs en dimension n.



On suppose que u(B) = (u(e1),. .. ,u(e,)) est une base orthonormée de E. Si
r=ux1e1+ - -+xpe, et y=1y1e1+ -+ ypen
sont deux vecteurs de F/, alors
u(z) = zuler) + - - + zpuley) et u(y) =yiuler) + -+ + ynuley),

donc les coordonnées de u(z) et u(y) dans la base u(B) sont les mémes que celles de = et y
dans la base B. L’expression du produit scalaire dans une base orthonormée montre donc que
(u(z)|u(y)) = (z|y). Donc u est une isométrie vectorielle. O

Propriété

Soit u une isométrie vectorielle de E et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Alors F- est stable par u.

Démonstration — L’application u est un isomorphisme, donc dim(u(F)) = dim(F'). Sachant de
plus que u(F') C F' car F est stable par u, on a u(F) = F.

Soit z € F*; on veut montrer que u(zx) € F. Soit donc y € F'; d’aprés ce qui précéde, il existe
z € F tel que y = u(z). Alors, par conservation du produit scalaire,

(u(z) |y) = (u(z) |u(z)) = (z|2) = 0

car x € F+ et z € F. Donc u(z) est orthogonal & tout vecteur de F' : u(x) € F*. Ceci étant vrai
pour tout z € F-, on a le résultat voulu. O

2. Matrices orthogonales

— Définition N

Soit M € ., (R) une matrice carrée réelle.

On dit que M est orthogonale si I'endomorphisme u,; canoniquement associé a M
est une isométrie vectorielle pour la norme associée au produit scalaire canonique sur

M1 (R).

,—‘ Propriété \
Soit M € ., (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. M est une matrice orthogonale.
MM =1,.
MM =1,.
M est inversible et M~ = M.

Les colonnes de M forment une famille orthonormée de .#, 1 (R) muni du produit
scalaire canonique. Dans ce cas, elles en forment une base orthonormée.

N g B9 L9

6. Les lignes de M forment une famille orthonormée de .#; ,,(R) muni du produit
scalaire canonique. Dans ce cas, elles en forment une base orthonormée.
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Démonstration — Soit (-|-) le produit scalaire canonique sur ., 1(R).

1 < 2 : La matrice M est orthogonale si et seulement si uy; conserve le produit scalaire, ce qui
équivaut au fait que pour tout (X,Y) € 4, 1(R)?,

(upr (X) [up (V) = (X ]Y).



Or, pour tout (X,Y) € 4, 1(R)?,
(upr(X) Jups (V) = (MX)(MY) =" X(MM)Y et (X]|Y)='XY.

Si 'MM = I,, M est donc orthogonale ; réciproquement, si M est orthogonale, en choisissant
pour X et Y les vecteurs de la base canonique de .4, 1 (R), on obtient ‘MM = 1I,.

2 & 3 < 4 : Cest un résultat du chapitre Matrices.

2 & 5 : Notons C1,...,Cy, les colonnes de M. Le coefficient en position (7,7) dans la matrice
IMM est 'C;Cy, c'est-a-dire (C; | C;). On en déduit que ‘MM = I,, si et seulement si pour tout
(i,7), (Ci| Cy) = b4, c’est-a-dire, si et seulement si (C1,...,Cy) est une famille orthonormée de

M1 (R). Dans ce cas, sachant de plus que cette famille est composée de n = dim(FE) vecteurs,
c’est une base orthonormée de ., 1(R).

3 < 6 : On raisonne de la méme fagon, le coefficient en position (7,j) dans la matrice M M étant

i i), ou Ly,...,L, sont les lignes de .
(L |L]), L4, ,L les lig de M O
,—[Propriété/Déﬁnition} \

L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est appelé groupe orthogonal d’ordre
n, et noté O(n) ou O, (R) :

O(n) = {M € M, (R); 'MM = I,}.

L’ensemble O(n) est stable par produit et passage a l'inverse.
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Démonstration — Si M € O(n) et N € O(n),
Y MN)MN)="N'MMN ='NN = I,,
donc M N € O(n). De plus,
(MYMY = (M) M = (MM = I,

donc M~ € O(n). O

,—[Propriété — Lien entre isométries vectorielles de FE et matrices orthogonales]ﬁ

Soit u € Z(E) et B une base orthonormée de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e u est une isométrie vectorielle.

e La matrice M de u dans la base orthonormée B est orthogonale.
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Démonstration — L’endomorphisme u est une isométrie vectorielle si et seulement si pour tout
(z.y) € E?,
(u(z) [u(y)) = (z]y) .

Si X et Y sont les vecteurs-colonnes des coordonnées de x et y dans la base orthonormée B, alors
(u(@) | u(y)) = "(MX)(MY) = X(MM)Y et (x]y) ='XY.

Or, lorsque x et y parcourent E, X et Y parcourent .#, 1(R), et réciproquement. Ainsi, u est
une isométrie vectorielle si et seulement si pour tout (X,Y) € 4, 1(R)?,

X(MM)Y ='XY,

c’est-a-dire, si et seulement si M est orthogonale (voir la démonstration de 1 < 2 ci-dessus). O



Exemple — La matrice
-1 1 0

M=—|0 0 V2
\/5110

est orthogonale, car la famille (C,Cy,C3) de ses colonnes vérifie les relations (C;|Cj) = d; 5
pour tout (i,7) € [1,3]%

En particulier, tout endomorphisme d’un espace euclidien de dimension 3, dont la matrice est M
dans une base orthonormée, est une isométrie vectorielle. C’est notamment le cas de I’endomor-
phisme u du premier exemple du chapitre, car sa matrice dans la base orthonormée (1, X, X?)
de Ry[X] est M.

— Propriété \

Les matrices orthogonales sont exactement les matrices de changement de base ortho-
normeée : si B est une base orthonormeée de E et P € ., (R) est la matrice d'une famille
F de vecteurs de F dans la base B, alors P est une matrice orthogonale si et seulement
si F est une base orthonormée de E.
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Démonstration — Avec les notations de la propriété, soit u ’endomorphisme de E ayant P pour
matrice dans la base B. La matrice P est orthogonale si et seulement si w est une isométrie
vectorielle, ce qui équivaut au fait que u(B), i.e. F, soit une base orthonormée de E. O

Remarque — En particulier, si B et B’ sont deux bases orthonormées de FE, et si P désigne la
matrice de passage de B vers B', alors pour tout u € Z(F),

Matg (u) = ‘P Matg(u) P.

Propriété

Si M € O(n), alors det(M) = £1. De méme, si u € O(E), alors det(u) = +1.

Démonstration — Une matrice orthogonale M vérifie ‘MM = I,, donc det(*M)det(M) = 1. Or
det(*M) = det(M), donc det(M)? =1 et det(M) = £1.

Si u € O(E), on raisonne matriciellement dans une base orthonormée. O
Remarque — Bien sir, la réciproque est fausse, comme le montre I’exemple de la matrice

1 1\

0 1)’

elle a pour déterminant 1 mais n’est pas orthogonale : ses deux colonnes ne sont pas orthogonales
pour le produit scalaire canonique.

Propriété/ Déﬁnition}

L’ensemble des matrices orthogonales de .#,,(R) de déterminant 1, est appelé groupe
spécial orthogonal d’ordre n, noté SO(n) ou SO, (R).

Il est stable par produit et passage a l'inverse.

Démonstration — On sait déja que O, (R) est stable par produit et passage a I'inverse. De plus, si
M € SO, (R) et N € SO,(R), on a

det(MN) = det(M)det(N) =1 et det(M 1) = (det(M))™! =1,

d’oul le résultat. O

Définition

Si E est de dimension 2 ou 3, un élément de O(E) de déterminant 1 est appelé rotation
de E.




II. Endomorphismes symétriques

Définition

Soit u € Z(E). On dit que u est symétrique si

V(zy) € %, (u(x)]y) = (z|u(y)).

,—(Propriété — Lien entre endomorphismes symétriques et matrices symétriques}\

Soit u € Z(E) et B une base orthonormée de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e 1 est symétrique.

e La matrice M de u dans la base orthonormée B est symétrique, c’est-a-dire vérifie
‘M= M.
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Démonstration — L’endomorphisme u est symétrique si et seulement si pour tout (x,y) € E2,
(u(@) ) = (x| uly).
Si X et Y sont les vecteurs-colonnes des coordonnées de x et y dans la base orthonormée B, alors
(u(z)|y) = (MX)Y ='X'MY et (z|u(y))=XMY)="XMY.

Or, lorsque x et y parcourent E, X et Y parcourent .#, 1(R), et réciproquement. Ainsi, u est
symétrique si et seulement si pour tout (X,Y) € .4, 1(R)?

XIMY =X MY,

c’est-a-dire, si et seulement si ‘M = M. O

Exemple — La projection orthogonale p sur un sous-espace vectoriel F' de E est symétrique. En
effet, dans une base orthonormée de E adaptée a la décomposition

E =Im(p) & Ker(p) = Im(p) & Im(p)*,

la matrice de p est (en notant r = rg(p))
( I Or,n—r ) .
Onfr,r Onfr,nfr ’

Attention ! Pour utiliser ce résultat, il est essentiel que B soit orthonormée, de méme que dans
la propriété sur le lien entre isométries vectorielles et matrices orthogonales.

elle est symétrique.

Les endomorphismes symétriques ont des propriétés remarquables vis-a-vis de la réduction
des endomorphismes :

Théoréme spectral}

Soit u € Z(E) un endomorphisme symétrique.

Alors u est diagonalisable dans une base orthonormée : il existe une base orthonormée
de E constituée de vecteurs propres pour u.




Démonstration (non exigible)

On procéde par récurrence sur n = dim(FE). Le résultat est vrai pour n = 1 car tout vecteur de
FE de norme 1 est vecteur propre de u. Si le résultat est vrai en dimension n — 1 avec n > 2, soit
u un endomorphisme symétrique de F, espace euclidien de dimension n.

e Soit M la matrice de u dans une base orthonormée quelconque. Sachant que u est symétrique
et que M est sa matrice dans une base orthonormée, M est symétrique. La matrice M est réelle,
mais on peut la considérer comme matrice complexe et & ce titre, M posséde une valeur propre
A € C. Soit X € #,,1(C) un vecteur propre associé; on va calculer X M X de deux facons : tout
d’abord, M étant réelle,

XMX ="XMX ='X)\X = \'XX.

De plus, M étant symétrique,

XMX ="X'MX ='(MX)X ='(AX)X = \'XX.

Mais, en notant x1,...,z, les coefficients de X, on a
n n
XX =) aTi=) |u* #0
i=1 i=1

car X # 0. On en déduit que A = ), i.e., A € R. Ainsi, u posséde une valeur propre réelle \.

e Soit e; un vecteur propre associé. Quitte a diviser e; par sa norme (qui est non nulle), on peut
supposer e; unitaire.

Notons F' = Vect (e )" ; il s’agit d'un sous-espace vectoriel de E de dimension n. De plus, F
est stable par u : en effet, si x € F, alors

(u(z)]e1) = (x| u(er))
car u est symétrique. Or u(e1) = ey, donc
(u(z)]er) = A(z|er) =0

car x € F = Vect(e1)*. On a finalement (u(z)|e;) =0, et donc u(x) € Vect(e;)* = F.

On peut donc considérer 'endomorphisme ux de F' induit par u; F' est bien siir un espace
euclidien par restriction du produit scalaire de E, et ujp est symétrique de méme que u. Par

hypothése de récurrence, il existe une base orthonormeée (es,...,e,) de F' constituée de vecteurs
propres pour g, et donc pour u. Alors, sachant que E = Vect(e1) @ F (cette somme étant
orthogonale), on obtient que (ey,...,e,) est une base orthonormée de E de vecteurs propres
pour u, ce qui prouve ’hérédité. O
Remarques

e En particulier, si u € Z(F) est symétrique, u posséde n valeurs propres réelles (x, est scindé
dans R). Ces valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes.

e Si u € Z(F) est un endomorphisme symétrique, les sous-espaces propres de u sont deux a
deux orthogonaux.

En effet, soient A et u deux valeurs propres distinctes de u, x et y deux vecteurs propres
associés respectivement & ces valeurs propres. Alors

(u(@)|y) = Az |y) = Az ]y).
Mais u étant symétrique, on a aussi
(w(@)|y) = (z|u(y) = (| py) = p(z|y).

Sachant que A # p, on en déduit que (x|y) =0, et donc Ey(u) L E,(u). O



Matriciellement, le théoréme spectral s’interpréte de la facon suivante :

,—[Théoréme spectral (matriciel)} \

Soit M € ., (R) une matrice symétrique réelle.
Alors M est diagonalisable au moyen d’une matrice orthogonale, c’est-a-dire qu’il
existe :
e une matrice diagonale D € ., (R) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres de M,
e une matrice orthogonale P € O(n) dont les colonnes constituent une base ortho-
normée de .#;, 1(R) (pour le produit scalaire canonique) de vecteurs propres pour
M,
telles que
M =PD'P.
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Démonstration — On applique le théoréme spectral a I’endomorphisme u,; canoniquement associé
a M : il existe une base orthonormée B de .#, 1(R) constituée de vecteurs propres pour M.
Soit P la matrice de passage de la base canonique de .4, 1(R) & la base B; P est une matrice
orthogonale car c’est une matrice de changement de bases orthonormées, donc P~! = ‘P. La
formule M = P D'P est alors une conséquence des formules de changement de base. O

Attention ! Une matrice symétrique complexe n’est pas toujours diagonalisable, comme le montre
I’exemple de la matrice
1 i
()

de polynome caractéristique X2 ; si elle était diagonalisable, elle serait nulle.

Exemple — La matrice
1 1 1
A=11 11
1 1 1

est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable au moyen d’une matrice orthogonale. Comme
de plus elle est de rang 1, on sait que 0 est valeur propre double de A. Une base orthonormée de
Ey(A), qui est le plan d’équation  +y + z = 0, est

(LY o1

—|(-2],—1 0
V6 V2 |

1 1
Dans ce cas particulier, on sait alors que le second espace propre est EO(A)l, c’est une droite
vectorielle dirigée par le vecteur normal t(l 1 1) a Ey(A), dont on constate qu'il est vecteur

propre pour A associé & la valeur propre 3 (ce que I'on pouvait remarquer directement car la
somme des coefficients de chaque ligne de A est 3). En posant

1 4 1
V6 V2 3
P=|-% 0 |,
R
V6 V2 V3
on obtient une matrice orthogonale telle que
000
A=P [0 0 Of'P.
0 0 3

On remarquera que dans ce cas, on n’a pas a calculer P71, il suffit de transposer P. Attention
cependant, pour pouvoir affirmer ceci, il faut bien prendre soin de vérifier que P est effectivement



orthogonale. Dans cet exemple, il était indispensable de choisir une base de Ey(A) qui soit
orthonormée.

Application : en Sciences Industrielles, la matrice d’inertie d’un solide dans un repére ortho-
normé est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable au moyen d’une matrice
orthogonale. Les droites propres pour cette matrice sont appelées axes principaux d’inertie du
solide.

III. Espaces euclidiens orientés de dimension 2 et 3

1. Orientation

Soient B et B’ deux bases orthonormées de E, et P la matrice de passage de B a B’. On sait
que P € O,(R), et donc det(P) = +1, c’est-a-dire, detg(B’) = +1. De plus,

detp (B) = det(P~!) = det(P) = detg(B').

Ceci permet de donner la définition suivante :

,—[Déﬁnition — Orientation, bases orthonormées directes} \

e On dit que B et B’ ont la méme orientation si detp(B’) = 1.
On dit que B et B’ ont des orientations opposées si detp(B') = —1.

e Orienter F, c’est choisir ’ensemble des bases orthonormées qui ont la méme orien-
tation qu'une base orthonormée fixée, de référence. Ces bases sont alors dites bases
orthonormeées directes.

Les autres bases orthonormées sont dites bases orthonormeées indirectes.
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Remarques

e Les matrices de passage entre bases orthonormées directes de F sont exactement les matrices
orthogonales de déterminant 1, i.e., les éléments de SO(n) : si B est une base orthonormée
directe de E et P € .#,,(R) est la matrice d’une famille F de vecteurs de E dans la base B, alors
P € SO(n) si et seulement si F est une base orthonormée directe de E.

e Echanger deux vecteurs d’'une base orthonormée, ou changer le sens d’un de ses vecteurs,
change son orientation (c’est-a-dire son caractére direct ou indirect), d’aprés les propriétés du
déterminant.

e On définit une relation ~ entre bases orthonormées de E de la facon suivante : si B et B’ sont
deux bases orthonormeées de F, on a B ~ B’ si, par définition, B et B’ ont la méme orientation. Le
fait que SO, (R) contienne I, et soit stable par produit et passage & 'inverse permet de montrer
que ~ est une relation d’équivalence. Il y a exactement deux classes d’équivalence; orienter F
revient & choisir I'une de ces deux classes, ses éléments sont les bases orthonormées directes de

E.

,—[Déﬁnition — Orientation d’une droite ou d’un plan] \

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.

e Si F' est une droite vectorielle ou un plan vectoriel de E, on peut orienter F' comme
tout espace euclidien, par le choix d’une base orthonormée de F'.

e Si P est un plan vectoriel, on peut aussi orienter P par le choix d’un vecteur unitaire
a normal & P : une base orthonormée (i,5) de P est dite directe si (4,7,a) est une base
orthonormée directe de F, sinon, elle est dite indirecte.




2. Produit mixte, produit vectoriel

,—[Propriété/ Définition — Produit mixte} \

Soient B et B’ deux bases orthonormées directes d’un espace euclidien orienté E de
dimension n = 2 ou n = 3.

Alors, pour toute famille (x1,...,x,) de vecteurs de E, on a

detp(z1,...,2n) = detp/(x1,. .. ,2p).

Autrement dit, le déterminant de (z1,...,z,) ne dépend pas de la base orthonormée

directe choisie pour le calculer.

Ce déterminant est appelé produit mixte de la famille (z1, ... ,z,), et noté [z, ... ,z,].
Démonstration — Soit M la matrice de (z1,...,r,) dans la base B, M’ sa matrice dans la base

B’ et P la matrice de passage de B a B’. Alors, d’aprés les formules de changement de bases,
M = PM’, d’ou
det(M) = det(P) det(M’') = det(M")

car P est une matrice de passage entre bases orthonormées directes, donc P € SO, (R). On en
déduit le résultat car

detg(z1,...,2,) =det(M) et detg(z1,...,m,) = det(M").

Interprétation géométrique
e Si u et v sont deux vecteurs de R?, |[u,v]| est 'aire du parallélogramme formé sur u et v.

e De méme, si u, v et w sont trois vecteurs de R3,
rectangle formé sur u, v et w.

[u,v,w” est le volume du parallélépipede

On a immédiatement :

— Propriété \

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Alors :

e Echanger deux vecteurs dans un produit mixte change le signe du produit mixte.
e Le produit mixte [u,v,w] est nul si et seulement si la famille (u,v,w) est liée.

e Une base orthonormeée (ej,ez,e3) de E est directe si et seulement si [eq,ez,e3] = 1.

On a les propriétés analogues en dimension 2.

,—[Propriété /Définition — Produit Vectoriel}

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.

Pour tout (u,v) € E?, il existe un unique vecteur de E, noté u A v, tel que
Ve e FE, [uvz]=(uAv|z). (1)

Le vecteur u A v est appelé produit vectoriel de u et v.

\
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Démonstration — Par linéarité du déterminant par rapport & sa troisiéme variable, 'application
x +— [u,v,x] est une forme linéaire sur E. Le théoréme de représentation des formes linéaires sur
un espace euclidien entraine l’existence et 'unicité du vecteur vérifiant (1). O



,—‘ Propriété \
Soit F un espace euclidien orienté de dimension 3 et B = (e1,e2,e3) une base orthonor-

meée directe de E. Soient u = uje; + uges + uzes € E et v = vieg + vgeg + v3esz € E.
Alors

u A v = (ugvz — ugva)er + (ugvy — u1v3)eg + (u1v2 — ugvi)es.

En particulier, dans E = .#5;(R),

Uy U1 U2V3 — U3V2
uy | Nl vy | = | usgvy —uivs
us3 U3 U1v2 — U2V1

On peut toujours se ramener a ce cas en raisonnant en coordonnées dans une base
orthonormée directe de F.

\. J

Démonstration — Pour tout x = x1e1 + xses + 363 € E,

Uy v I
[uv,2] = detp(u,v,x) = |ug vy x3|.
us vV3 I3

En développant ce déterminant par rapport a la derniére colonne, on a
[uv,2] = (ugvs — uzvy)r1 — (u1v3 — ugvy)xs + (U1v2 — UV )Ts.
La base B étant orthonormée, on reconnait le produit scalaire entre
(ugu3 — ugva)er + (ugvy — urvy)eg + (u1ve — ugvy)es

et x. Cette égalité étant vraie pour tout z, et u A v étant 'unique vecteur a la vérifier pour tout
x, on a le résultat. O

,—‘ Propriété \

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et (u,v) € E2.
Alors :

l.uANv=—vAu.

2. Les applications x — u A z et x +— x A v sont des endomorphismes de E.

3. La famille (u,v) est libre si et seulement si u A v # Op.

4. Le vecteur u A v est orthogonal & u et v.

Si u et v sont indépendants, u A v est un vecteur normal au plan vectoriel Vect(u,v).
5. Si (e1,e2,e3) est une base orthonormée directe de E, on a

e1 Neg =e3, ex/Ne3=e€1, e3/\e = es.

Si (e1,e2) est une famille orthonormée de E, alors (e1,e2,e1 A e2) est une base orthonor-
mée directe de E.

6. Pour tout w € E, on a la formule : u A (v Aw) = (u|w)v — (u|v)w.

\. J

Démonstration

1. Pour tout x € F, par antisymétrie du déterminant,
[u,v,2] = —[vux] = —(vAu|z) = (—vAu|z).

Ceci étant vrai pour tout x € E,onauAv=—v Au.



2, 6 et premiére partie de 5. C’est immédiat en revenant aux coordonnées dans une base ortho-
normée directe.
Quant a la deuxiéme partie du point 5, complétons (eq,e2) en base orthonormée directe (eg,ez,e3)
de E (ce qui est possible en complétant d’abord en base orthonormée de E puis éventuellement
en changeant le sens du troisiéme vecteur choisi). D’aprés ce qui précéde, on a e; A ey = ez, d’on
le résultat.
3. Si (u,v) est liée, alors pour tout x € E, [u,v,z] =0, et donc (uAv|z) =0. On en déduit que
uANv=0g.
Si (u,v) est libre, on peut la compléter en une base (u,v,w) de E, et donc [u,v,w] # 0, c’est-a-dire,
(uAv|w) # 0, ce qui entraine que u A v # Op.
4. 0n a

(uAv|u) = [uwu] =0

car la famille (u,v,u) contient deux fois le méme vecteur. Donc u A v est orthogonal & u. On
procéde de méme pour v.

Si (u,v) est libre, u A v est un vecteur non nul orthogonal a u et v, donc orthogonal au plan
Vect(u,v). C’est donc un vecteur normal a Vect(u,v). O

3. Classification des isométries vectorielles en dimension 2

,—[Théoréme — Détermination des éléments de O3(R) et SO, (]R)} \
On a
[ [cos(@) —sin(8)) cos(f) sin() \
O(R) = {(sin(@) cos(f) )’ ) EIR U sin(f#) —cos(f) )’ ) GIR
=S505(R) ={M€eO2(R); det(M)=—1}

Démonstration — Il est immédiat que les matrices ci-dessus sont éléments de Oz(R), car leurs
colonnes forment une famille orthonormée de .#5 1 (R) pour le produit scalaire canonique, d’apres
la formule cos® +sin? = 1. De plus, pour tout § € R,

et (Gnfe) oty ) =1 2 (Gnle) ooty =

Réciproquement, soit
a c¢
M = (b d> € 02(R).

Sa premiére colonne est de norme 1, donc a® + b> = 1. En particulier, a? < 1, donc a € [~1,1],
et il existe 6 € R tel que a = cos(f). Alors b = £v/1 — a? = £sin(f), mais quitte & changer 6 en
—6, ce qui ne modifie pas la valeur de cos(f), on peut supposer que b = sin(f).

La deuxiéme colonne de M est orthogonale a la premiére. Or, (a,b) = (cos(6),sin(6)) # (0,0),

donc
(v (520))
— sin(6)

est une droite vectorielle; or elle contient le vecteur non nul ( cos(6) >, et ainsi

(v () = (27

En particulier, il existe A € R tel que

()= ()



Enfin,

sin(d)  Acos(6)

Or det(M) = £1; on obtient les formes indiquées dans chaque cas. O
— Définition N

Soit # € R. La matrice ) n(9)
k(%) = (sin(Q) cos(6) )

est appelée matrice de rotation d’angle de mesure 6.

@ﬂM):m%CWW)-4$M@>:X

\ J

On remarquera que, pour (6,0') € R?, R() = R(¢') si et seulement si § — 0" € 27Z. Ainsi,
SO(R) = {R(0); 6 € R} = {R(0); 0 €]—m,7]}.

Propriété

e Pour tout (6,0") € R2, R(O)R(0') = R(6 +0").
e SO5(R) est commutatif pour le produit matriciel : pour tout (A,B) € (SO2(R))?, on
a AB = BA.

Démonstration

e On a

) ) (Gt )
(0)

_ [cos() cos(0’) —sin() sin(f’) — cos(6)sin(0") — sin(#) cos(6’)
~ \sin(f) cos(0’) + cos(8) sin(§’) —sin(6) sin(8’) + cos(8) cos(8’)
cos(+0") —sin(0+06")\ p
<sm(0 +0") cos(0+0") ) R0 +0).
e Soit (A,B) € (SO3(R))2. D’aprés le théoréme précédent, il existe (6,0") € R? tel que A = R(0)
et B = R(#"). Alors d’aprés le premier point,

AB =R(O)R(O)=R(O+0")=R(0' +0) = R(0)R(9) = BA. a

r—[Théoréme — Classification des isométries vectorielles en dimension 2]—

Soit E un plan euclidien orienté.
1. Soit u € O(E) vérifiant det(u) = 1 (i.e., une rotation de E).

Alors, il existe 6 € R tel que la matrice de u dans toute base orthonormée directe de
E soit R(0). Le réel 6 n’est pas unique, mais unique modulo 27.

On dit que # est une mesure de 1’angle de la rotation wu.

On retrouve facilement les mesures 6 de I’angle d’une rotation u de E & l'aide des
formules suivantes, valables pour tout vecteur unitaire zg € E :

cos(f) = %Tr(u) = (zo|u(zg)) et sin(f) = [zo,u(xo)].

2. Soit u € O(E) vérifiant det(u) = —1.
Alors u est la symétrie par rapport a Ker(u — Id) parallélement a Ker(u — Id)* (i.e.,
la réflexion par rapport a Ker(u — Id)).

Dans toute base adaptée & la décomposition E = Ker(u —Id) @ Ker(u—1Id)*, la matrice

de u est
1 0
0o -1/°




Démonstration

1. Si u € O(F) vérifie det(u) = 1, sa matrice dans une base orthonormée directe B = (eg,e2) est
un élément de SO2(R), donc il existe § € R tel que Matg(u) = R(6). Si B’ = (1,e2) est une
autre base orthonormeée directe de E, alors la matrice de passage P de B a B’ est un élément de
SO3(R), donc d’apres les formules de changement de base et la commutativité de SO2(R),

Matyy (u) = P~ Matz(u)P = P~'PMatg(u) = Matg(u) = R(6).
La matrice de u dans toute base orthonormée directe de E est donc R(6). Le réel 6 est unique
modulo 27 car R(f) = R(6') si et seulement si 6 — 0’ € 277Z.

On a alors

Tr(u) = Tr(R(f)) = 2cos(f), dou cos(f) = %Tr(u).

Soit &y = ae; + Bes un vecteur unitaire de E. Alors la matrice colonne des coordonnées de u(z)

dans la base B est '
70) (5) = (2omis) + poom))
La base B étant orthonormée,
(2o |u(zo)) = a(acos(f) — Bsin(8)) + B(asin(@) + Fcos(h)) = (a® + 32) cos(h) = cos(6)
car xg est unitaire et B orthonormée. De plus,

a acos(f) — Bsin(9)

[zo,u(xo)] = 8 asin(9)+ Bcos(@)‘ = aasin(f) + G cos(#)) — B(acos(f) — Bsin(f)) = sin(f).

2. Siu € O(F) vérifie det(u) = —1, sa matrice dans la base orthonormée directe B est un élément
de O3(R) de déterminant —1, donc il existe § € R tel que

= (T 0

Alors

2 cos(f)  sin(h) 2
Matys(u)” = <sin(6) —cos(@)) =1z,

donc u est une symétrie. On sait que u est diagonalisable avec Sp(u) C {—1,1}, mais sachant
que dim(E) = 2 et que det(u) = —1, on a Sp(u) = {—1,1}, les valeurs propres 1 et —1 étant
simples. Les espaces propres Ker(u —Id) et Ker(u + Id) sont donc des droites vectorielles. Enfin,
ils sont orthogonaux, car si z € Ker(u—1Id) et y € Ker(u+1d), alors par conservation du produit
scalaire,

(@]y) = (u(z) |u(y) = (z] —y) = —(z]y),
et donc (x|y) = 0. Ainsi, u est la symétrie par rapport a la droite Ker(u — Id) parallélement

a la droite Ker(u + Id) = Ker(u — Id)*. L’écriture matricielle dans toute base adaptée a la
décomposition E = Ker(u — Id) @ Ker(u — Id)* est alors immédiate. O

Propriété

Soit E un plan euclidien orienté et (0,0') € R2. Soit u la rotation d’angle de mesure 6
et u’ la rotation d’angle de mesure 6'.

Alors u o = u' ou est la rotation d’angle de mesure 6 + ¢'.

Démonstration — Il suffit de raisonner matriciellement dans une base orthonormée directe de F.
La matrice de u dans cette base est R(f), celle de u', R(#’). Or, d’aprés une propriété donnée
plus haut,

ROYR(O) = R(ONR(O) = RO+ ),

d’ou le résultat. O



\

r—[Propriété — Ecriture complexe d’une rotation ) \

Soit E un plan euclidien orienté et B = (e1,e2) une base orthonormée directe de E. On
identifie £ a C, grace a 'application bijective

b E — C
) ael + Pes — a+1if

Alors la rotation u d’angle de mesure 8 a pour expression complexe
0

z— ez,

c’est-a-dire que pour tout x € E, ¢(u(z)) = e¢(x).

\. J

Démonstration — Pour tout = aey + feg € E, la matrice-colonne des coordonnées de u(x) dans

la base B est a\  [acos(d) — Bsin(f)

et donc
d(u(x)) = [acos(0) — Bsin(f)] + i[asin(f) + [ cos(0)].
De plus, '
e p(x) = [cos(0) + isin(0)] [ + i3],
ce qui donne le méme résultat aprés développement. O

4. Réduction des isométries vectorielles en dimension 3

r—[Théoréme — Réduction des isométries vectorielles en dimension 3)—

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit u € O(F); on note € = det(u)
(e=1loue=-1).

e On est dans I'un et un seul des cas suivants :

1. u=c¢ld.

2. L’ensemble Ker(u — e1Id) est une droite vectorielle. En notant D cette droite, alors
le plan D= est stable par u et ’endomorphisme de D induit par u est une rotation.

Si a est un vecteur unitaire dirigeant la droite D, alors en orientant D+ par le choix
du vecteur normal a, on peut considérer une mesure 6 de ’angle de cette rotation. La
matrice de u dans toute base orthonormeée directe de E de la forme (e1,e2,a) est alors

cos(f) —sin(f) O
sin(f) cos(d) O
0 0 €

e Pour les rotations (¢ = 1) : D est I’ensemble des vecteurs invariants par u; on dit
que u est une rotation d’axe D, et, D+ étant orienté par a, que 6 est une mesure de
P’angle de u.

On détermine alors entiérement 6 (modulo 27) par les formules suivantes, dans les-
quelles o désigne un vecteur unitaire orthogonal & a :

Pour déterminer cos(f) : Tr(u) = 2cos(0) + 1, cos(0) = (zo | u(xo)),

Pour déterminer sin(f) : xo A u(xo) = (sin(h)) a, sin(f) = [zo,u(xo),al.
Enfin, pour tout z € E, I'image de « par u est donnée explicitement par la formule

u(z) = cos(@)[x — (a|z)a] +sin(@)a ANz + (a|z)a.




La figure ci-dessous illustre le résultat dans le cas des rotations (¢ = 1) : on représente un vecteur
x € F ainsi que u(zx), et on note

z=(alz)a et y=z—(a|x)a,

qui sont respectivement les projetés orthogonaux de z sur D et sur F = D=,

D

Démonstration — Si u € O(F), xy est un polyndme unitaire de degré 3, donc définit une fonction
continue de limite —oo en —o0 et +00 en +oo. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
Xu Posséde (au moins) une racine réelle, c’est-a-dire que u posséde (au moins) une valeur propre
réelle. Soit A € Sp(u) et z un vecteur propre associé. Par conservation de la norme, ||u(x)|| = ||zl
c’est-a-dire, |[A|||z]| = ||z||. Le vecteur x est non nul, donc [A| =1, et A = £1.

Le polynome caractéristique de u est scindé sur C, de degré 3 et a coefficients réels, donc, sil
posséde des racines complexes non réelles, elles sont au nombre de 2 et complexes conjuguées,
on les notera v et @. On a alors aa = |af? > 0.

Cas € = 1 : Le déterminant de u, qui vaut 1, est le produit des racines complexes de x,,, donc 1
doit étre valeur propre de u (les différents triplets possibles de racines de x,, sont, a 'ordre prés,
(1,1,1), (1, -1, —1), (1l,a,@) avec a € C\ R).

Soit a un vecteur propre unitaire de u associé & a valeur propre 1. On note D = Vect(a)
et P = D¥. Sachant que D est stable par u et que u € O(E), on sait que P est stable par u.
De plus, u conserve le produit scalaire sur E et donc par restriction, sur P. Ainsi, u|p est une
isométrie vectorielle du plan P. De plus, dans toute base B = (e1,e2,a) adaptée a la décomposition
E=P&D,

M
Matz(u) = ( at(€1782)(u|P) (1)> )

donc
1 = det(u) = det(up) x 1,

ce qui entraine finalement que u|p est une rotation de P.

On oriente P par le choix du vecteur normal a. D’aprés le paragraphe précédent, il existe
¢ € R tel que dans toute base orthonormée directe de P, la matrice de u|p soit R(f). La matrice



de u dans toute base orthonormée directe de E de dernier vecteur a est donc

cos(f) —sin(f) 0
M = | sin(f) cos(d) 0
0 0 1

Le polynéme caractéristique de u est alors
((X = cos(0))® +sin(0)*) (X —1) = (X — 2cos(9) X + 1)(X —1).

Sicos(f) =1, M = I3 et u = Id. Sinon, 1 est valeur propre simple de u et en particulier,
Ker(u — Id) est une droite vectorielle. Dans ce cas, on a D = Ker(u — Id) (inclusion et méme
dimension) et la description annoncée.
De plus,
Tr(u) = Tr(M) = 2cos(0) + 1,

et on démontre les autres formules en raisonnant en coordonnées dans une base orthonormée
directe (e1,e2,a) de E : soit g = ae; + fes un vecteur unitaire orthogonal a a; les coordonnées
de u(xp) dans la base (e1,e2,a) sont

o cos(f) —sin(f) 0\ [« acos(f) — [sin(f)
MG =|sin@) cos@ 0] |8]|=|asin@®) + Fcos(d) |,
0 0 0 1 0 0

donc
(z0 | u(xg)) = a(acos() — Bsin(h)) 4+ Blasin(f) + Scos(8)) = (a® + 5%) cos(h) = cos(h)

car a® + 32 = ||lzo||> = 1. De plus, la matrice colonne des coordonnées de zg A u(xg) dans la base
(e1,e2,a) est

a acos(f) — Bsin(0) 0 0
B | A | asin(@) + Beos(8) | = (a® + 5%) 0 = 0 ,
0 0 sin(0) sin ()

donc xg A u(xp) = (sin(f)) a. Par définition, on a alors
[zo,u(x0),a] = (xo A u(xo)|a) =sin(d) (a|a) = sin(f).
Enfin, la formule
u(z) = cos(f)[x — (a|z)a]l +sin(d)a ANz + (a|z)a
est vraie pour x = e, x = eg et x = a : par exemple,

u(er) = cos(f)ey + sin(f)es
=cos(f)le1 — (a|e1) a] +sin(f)aNe; + (aler)a

car (ale;) = 0 et a Ae; = ey; on procéde de méme pour u(ez) et u(a). Sachant que (eq,e2,a)
est une base de E et que les deux membres de 1’égalité & démontrer définissent des applications
linéaires, I'égalité est vraie pour tout = € F.

Cas ¢ = —1 : On raisonne de fagon analogue en remplacant la valeur propre 1 par —1; avec
des notations semblables, il existe 8 € R tel que dans toute base orthonormée directe de E de
dernier vecteur a, la matrice de u soit

cos(#) —sin(@) O
M = | sin(f) cos(d) 0
0 0 -1

Si cos(f) = =1, M = —I5 et u = —Id. Sinon, —1 est valeur propre simple de u, Ker(u + Id) est
une droite vectorielle. O



Remarques
e Dans le cas d’une rotation, changer 'orientation de I’axe revient & changer 6 en —6.

e Si u € O(E) vérifie det(u) = —1 avec u # —Id, u est soit la réflexion par rapport a D+
(symétrie par rapport a D1, parallélement a D), soit la composée (commutative) d’une rotation
d’axe D et d’une réflexion par rapport a D,

Exemple — L’espace R3 étant orienté et muni du produit scalaire canonique, soit

{ R3 — R3
u .
(z,y,2) = (y,2,7)

La matrice de u dans la base canonique (qui est orthonormée) est
010
M=10 0 1
1 00
Elle est orthogonale de déterminant 1, donc u est une rotation. Pour déterminer son axe D, on

résout I’équation u(x) = z, ce qui équivaut a

1
x € Vect(a), ou a=—=(1,1,1).

V3

On oriente DT par le choix du vecteur normal a. Alors, si 6 est une mesure de 'angle de u,
0 =Tr(u) =2cos(f) + 1,

donc cos(#) = —1/2. 1l reste & déterminer le signe de sin(f). Soit = = (1, — 1,0) € D*. Alors la
matrice colonne des coordonnées de x A u(z) dans la base canonique est

dont le premier coefficient est —1. Donc x A u(z), dont on sait qu'il est colinéaire a a, est de sens
opposé & a. On en déduit que sin(f) < 0, et donc, on peut choisir § = 47/3 (ou —27/3).





