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Exercice

1) Manifestement, ’énoncé suppose N(€2) C N* (c’est presque sir !) et X(©2) C N.

La variable aléatoire N compte le nombre d’essais avant le premier succes (pile), elle suit donc la loi
géométrique de paramétre p.

Vn>1 P(N=n)=(1-p)" lp

Sachant que N = n (avec n > 1 fixé), on compte le nombre de piles au cours de n lancers, il s’agit de
la loi binomiale de paramétres n et p.

(Z)pk(l —p)"F sike[0,n] .

0 sinon

P(X:k|N:n):{

2) Pour n > 1 et k € [0,n], j’applique la formule des probabilités composées :
P(N=nX=k)=P(X =kN =n)
— P(X =k|N=n)x P(N =n)

= <Z>pk(1 —p)" T x (1—-p)"'p

Soit, avec la convention habituelle (}) =0 si k ¢ [0,7],

V(n,k) e N*xN P(N=nX=k)= ( )pk+1(1 p)Qn—k—l‘

3) En écrivant f(z) sous la forme (1 — )71, il vient par récurrence immédiate, pour = € |—1,1[ et k € N,

k!
f(k)(m) — m

En dérivant k fois le développement en série entiére suivant sur 'intervalle ouvert de convergence

]_171[7
Vre]-1,1] —— = S gn
xe]-1,1] 1717—“;056,
j'obtiens
Vo €]-11] e = Y nln—1) e x (ko D
x € |—1, —_— = nn—1)x---x(n—k+1)z""
(11— =
ou encore
+oo +oo
1 n m+k
Veel|-1,1] ———— = gk = < )xm
el T Z:%(’f) n;) i

4) En utilisant le systéme (quasi-)complet d’événements ((N =n) )n>1, j’ai pour tout k£ > 1,
+oo
P(X=k =5 P(X=FkN=n)

+o00
= Y P(X =k,N =n) car pour n < k, la proba. est nulle et que k£ > 1

n==k
_ Z < ) k+1 p)Zn—k—l :pk 1 _ 1o Z < ) 2(n k)
=Ml x (1 —p)Ftx ! rice au 3
g ST ST
1

PP (1 — p)kl x

pFHI(2 = p)Ftl
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Par ailleurs, pour k£ =0,

P(X =0)= +fP(X:o,N:n)

400
= Z <g) p'(1 —p)* ! (subtile différence car n =k = 0 est exclu)
n=1

too m_pl-p  1-p
BRI Pt Ol ey s Rk
En conclusion
P(X:O):Ez_g; et Vk>1 P(X:k):gz_z;kﬂ.

5) a) D’apres le cours, les variables aléatoires U et V' étant indépendantes, j’ai

E(Y) = E(UV) = E(U) x B(V) = A x ~

A
Soit
E(Y)=1.
b)

PY=0)=P(U=0)U(V=0))
=PU =0)car P(V=0)=0
=1-A\

Pour k > 1,

PY =k =PY =kU=0)+PY =kU=1)
—04+PY =k|U=1)xPU=1)=(1-N1)2

PY=0)=1-X et VE>1 P(Y =k =(1-)F1)\2%

c) Je note V la variance pour éviter les confusions. J’ai
V(Y)=E(Y?) - E(Y)’
Or U2 = U et V? sont indépendantes, donc
E(Y?)=EUV*)=E(([U*)xE(V))=EU)xE(V*)=XxE(V?

Et je connais la variance pour une loi géométrique :

1—A 1
V) = = B () BV =B () -
2—A 2-X 2—\
donc E (V?) = d'on E (Y?) = et donc V(Y') = " 1.
VY)=2 1 1
=2( 7 .
l—p o I
6) En posant A tel que 1 — A = 5 c’est-a-dire | A = Cy ol je constate que
PY =0)= 1-p et, pour k> 1, P(Y = k) = (1 — N 1X2 = (A=p*t
2—p ’ -7 (2 — p)ktl”

donc finalement

|X et Y ont méme loi.|
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Probléme

I — Etude d’une suite récurrente

I.A.1) f est croissante et ug = 0 < uj, donc une récurrence immédiate montre que u, < u,4+1 pour
tout n, c’est-a-dire que (u,) est croissante ; de plus elle est majorée par 1, donc elle converge.

I.A.2) L’application g : [0,1] — R définie par g( )= f(z) — :c est continue avec g(1) = 0.

g étant continue sur [0, 1], alors {z € [0,1] / f(z) =z} = g~*({0}) est une partie de R fermée, bornée
et non vide donc admet un plus petit élément x (une borne inférieure qui appartient & I’ensemble car
il est fermé).

I.A.3) Jai ug < xy, d’ott up, < xy pour tout n, par récurrence puisque f est croissante et f(xy) = xy.
Par passage a la limite, j’en déduis ¢ < x¢ ; or, f étant continue, ¢ est un point fixe de f (par unicité
de la limite, puisque la sous-suite (un+1) converge aussi vers £ et (f (uy,)) converge vers f (£)). Comme
xy est le plus petit point fixe de f, j’ai finalement

I.B) On suppose que m > 1. Alors la fonction g ci-dessus est C* et vérifie g (1) = O et g

(1) =m—1>0.
g(z) —g(

Donc je dispose de = € ]0,1[ tel que g (x) < 0 (sinon les taux de variation seraient tous

négatifs ou nuls et donc ¢’ (1) aussi). Comme ¢ (0) = f(0) > 0 et g continue, le théoréme des valeurs
intermédiaires montre que g s’annule en au moins un point de [0, z[, ¢’est-a-dire que f admet un point
fixe dans [0,z]. Or z < 1 et x5 est le plus petit point fixe de f, donc

Ty € [0, 1].

I.C) On suppose ici que m < 1. Supposons par I’absurde que z; < 1.

D’apres le théoreme de Rolle, je dispose de ¢ €]z, 1] tel que ¢'(¢) = 0, c’est-a-dire f'(¢c) = 1. Or f
est positive et croissante par hypotheése, donc m = 1 et f’ constante sur [c, 1], ce qui est absurde car
f"(1) > 0. D’ou zy = 1 et par conséquent g ne s’annule qu'en 1. Donc : Vz € [0,1] f(z) > x (car
g (0) > 0 et g continue).

Supposons un instant z € [0,1] tel que f(x) = 1 ; comme f est croissante et a valeurs dans [0, 1],
j'aurais alors f constante sur [z, 1] ce qui contredit & nouveau le fait que f”(1) > 0. Par conséquent :
Ve e[0,1] f(x) <1

Comme ug < 1, une récurrence banale montre alors que pour tout n, u, < 1.

|acf =1 et, pour tout n, u, < 1.|

I.D) Dans cette question, on suppose que m = 1.

I.D.1) On a posé pour tout n € N, g, = 1 — u,,. D’apres la question précédente : Vn € N g, > 0. De
plus, f étant C2, la formule de Taylor en 1 me donne, comme f’ (1) = m,

e = Flum) — 1) = m 1)+ Ly - 197 40 (- 1))
oricim=1:¢ep41 =¢6p— f//z(l)fi?l +0(e2). Do

1 1 1 1 1 1 "
T em (@) Ten e \ 120 1) =52
entl  en e, — L2 4 o(c2) en 1-0e, 1 o(ey) 2

En conclusion
1 1 1
lim < - —) = e (1>
n—00 \ En+1 En 2

1.D.2) D’apres le lemme de Cesaro appliqué a la suite de la question précédente :

-1
TR o (R S I B )
n—oomn, o €k+1 Ek 2

_Z Loy _ b/t oy b
ekt1 k) n\en €0 nen

or aprés I’hécatombe
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1 1
car la constante — est négligeable devant — qui tend vers U'infini. En conclusion, comme f” (1) est

€0 En
non nul,
2
en=1—up~ nfr (1)
I.E) Dans cette question, on suppose que m < 1. D’aprés I.C) Vn e N g, > 0.
I.E.1) Le développement du I.D.1 donne lim frtl e [0, 1] ; alors, d’apres la regle de d’Alembert,

n—oo &,

|La série de terme général €, est absolument convergente. |

Notons que m = f’ (1) ne peut pas étre nul, puisque f’ est positive et strictement croissante au voisinage
de 1, selon 'hypothese f” (1) > 0 et par continuité de f”. Ainsi m € ]0,1[ et le développement du

I.D.1 donne ) )
2 2 y ~ Entl
5n+1:m8n—Ten+o(6n) d’ou m—gn—l—T

Comme f” (1) est non nul, il en résulte que

—(n+1) "
. (m—SH> . <€n+1> LI
m-"ey, meny 2

Or nous venons de voir que ) &, est absolument convergente, donc

En.

WL—(n—l—l)é.n+1

La série de terme général In
m—"e,

) est absolument convergente.

I.E.2) Ainsi la série de terme général In (m*(”“)snﬂ) —In(m™"e,) converge ; par télescopage il en

résulte que la suite de terme général w, In (m™"¢e,) converge vers un certain réel w ; alors par
continuité de la fonction exponentielle, la suite de terme général m~"e,, converge vers ¢ = e > 0. D’ol
I’existence d’un réel ¢ > 0 tel que :

|€n:1—un~c.m”.‘

IT — Formule de Wald

II.A.1) X et Y étant deux variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes, j’ai
k k
VEeN P(X+Y=k=>) PX=4Y=k—j)=> P(X=5)PY=k—j).
=0 =0

Par conséquent, la série entiére Gxiy est le produit de Cauchy des séries entieres Gx et Gy (nous
avons convergence absolue en tout point de [—1,1]). En conclusion

|GX+Y = GXGY-‘

Noter que c’est une question de cours que ’on peut aussi traiter en considérant F (tX +Y). ..

II.A.2) Noter que I’énoncé admet le “lemme des coalitions”, ce qui permet d’appliquer le résultat
précédent dans une récurrence banale ; or les X ont toutes comme fonction génératrice Gx et Sy = 0,
donc Gg, = 1 pour l'initialisation :

VkeN Gg, = (Gx)F.

I1.A.3) A nouveau, I’énoncé admet que T est indépendante de Sy pour tout k. Soit ¢ € [0,1] ; comme
((T' = k)) ey est un systéme complet d’événements, j’ai

VneN P(S=n)= %P(S:n,T:k),
k=0

Gs(t):ni(f P(Szn,Tzk)t”).

k=0
Or la relation S (w) = Sp(,) (w) pour tout w de {2 montre 1'égalité des événements :

V(n,k)eN? (S=nT=k =(S,=nT=kF).
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Comme Sy, et T sont indépendantes, j’ai

Gs(t) =3 <OOOP(Sk:n)P(T:k)t").

n=0 \k=
Fixons maintenant K € N. Je fais apparaitre somme partielle et reste de la série (convergente !) dont
la somme est dans la parenthése ci-dessus :

o) = S (S P =m) PT=k)t"+ 3 P(Se=n)P(T =k ).
n=0 \ k=0 k=K+1

(o @]
En présence de la somme d’une série convergente, de la forme > (u, + vy), il suffit de constater que
n=0
>y, converge pour conclure que » v, converge également, puisque v, = (u, + v,) — up, | Or, pour k
fixé, grace au I1.A.2,

i_'fop(sk:mP(T:k)t" — P(T=k) i_'fo (S = n) ¢
— P(T=k)Gs, () = P(T = k) Gx (0}

donc, s’agissant d’'une somme finie de séries convergentes, la série de gauche ci-dessus converge et

e’} K K i
> (z P(Sk=n>P<T=k>t“) = S P(T=k)Cx (1)

n=0 \k=0 k=0
Le programme de PSI ne permet pas d’intervertir les deux sommes infinies de droite, mais j’ai bien
montré

Go(t) = 3° P(T = K)Gx ()" + R ot By = 3 ( S P(T = k)P(S; — n)t”).
k=0 n=0 \ k=K +1

IT1.A.4) Avec t € [0,1] et K € N fixés, Rx apparait comme la somme d’une série a termes positifs,
donc Ri > 0. Puis, en majorant P(Sy = n) par 1, j’obtiens

Vk>K+1 S P(T=kPSy=n)it"<t" 3> P(T=Fk

k=K+1 k=K+1

e 1
d’ou puisqu’ici [t| < 1let > t" = ——,

=0 1-t¢

1 0
0<Rx<—— S P(T=k)
L=t K
o0
II.LA.5) > P(T = k) est le reste d’une série convergente, donc tend vers 0 quand K tend vers U'infini.
k=K+1

Alors ce qui précéde montre que > P(T = k)G x(t)¥ converge et a pour somme Gy (). Autrement dit
Gs(t)= > P(T =k)Gx(t)* = Gr (Gx (t)) = (Gr o Gx) (t)
k=0
cela pour tout ¢ de [0,1]. Ainsi, Gp o Gx est la fonction somme d’une série entiere qui coincide avec
Gg sur [0,1[. D’apres le résultat rappelé en préambule, j'en déduis
|Gs =GroGyx.]

I1.B) On suppose ici que T et les X,, sont d’espérance finie. Gx et G sont de classe C! sur [0, 1].
Alors Gs = G7 o Gy est aussi de classe C! sur [0,1], donc S admet une espérance finie, donnée par

E(S) = Gs(1) = G 0 Gx (1).G%(1) = Gp(1)Gx (1).

Autrement dit

| E(S) = E(T)E(Xy).]

)\k
II.C.1) Si T suit la loi de Poisson de paramétre A > 0, sa loi est donnée par : P(T = k) = ye*)‘

D’ou sa fonction génératrice

o VK
Gr(t)=>_ %e"\tk = et=DA,
k=0 N
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I1.C.2) Ici T < P (A) et pour tout i, X; — B(«a) (loi de Bernoulli). Or le nombre d’insectes issus de
la ponte est modélisé par la variable aléatoire S comme ci-dessus. Donc
Vte[-1,1] Gs(t)=Gr (Gx (t)) =Gr (1 — a+at) = el7otahr = (=D,

Je reconnais la fonction génératrice associée a la loi de Poisson de paramétre aA. Or la fonction
génératrice caractérise la loi :

|Le nombre d’insectes issus de la ponte suit la loi de Poisson de paramétre aA.

IIT — Processus de Galton-Watson

ITI.A.1) Pour n fixé, nous sommes exactement dans la situation de la partie précédente, avec Y, a la
place de T et X,,; a la place de X;. Toutes les hypothéses d’indépendance étant vérifiées, le résultat
du I'I. A donne :

(pn—i—l:(pnof'

ITI.A.2) De méme, d’apres le I1.B, E(Y,+1) = E(Y,,)E(X) ou X suit la loi u, d’onl par une récurrence
immeédiate, comme E (Yp) =1let E(X)=m:

lvneN E(Y,)=m"|

ITI.A.3a) Par définition, I’événement “il y a extinction” est |J (Y, =0) ; or par définition de Y41
neN

VweQ Yp(lw)=0=Y11(w)=0
donc la suite d’événements ((Yn = 0))n en ©est croissante. Ainsi, par continuité croissante de P,
P < U ¥, = 0)> = lim P(Y,, =0).
neN n—oo

Or, par définition de la fonction génératrice, pour tout n, P (Y, = 0) = ¢,,(0). Au final

La probabilité d’extinction est lim ¢, (0).
n—oo

ITI.A.3b) f est la fonction génératrice de la loi p qui admet une espérance et une variance, donc f est
de classe C? sur [0,1] ; les dérivées premiére et seconde de f sur [0, 1] s’obtiennent par dérivation terme
a terme d’une série entiére dont tous les coefficients sont positifs, donc f’ et f” sont a valeurs positives.
De méme pour f, qui est en outre a valeurs dans [0, 1] puisque, pour ¢ € [0,1], f(¢) est majoré par

o]
f(1)= > pr=1. De plus f'(0) = p1 <1 puisque py + p1 < 1 par hypothese. Et enfin
k=0

') =3 k(k—1)pr > 0
k=2

car il existe k > 2 tel que px > 0, selon la méme hypotheése.

Donc f vérifie toutes les hypothéses de la partie I.

Or ¢y = Idj ) et le III.A.1 montre par une récurrence immédiate que ¢, = fo---o f (n fois). Il en
résulte, par associativité de la loi o, que f et ¢, commutent. Ainsi la relation du ITI.A.1 (qui semblait
a l'envers !) s’écrit aussi ¢,,,1 = f o ,. En particulier la valeur en 0 montre que la suite (¢,,(0)),cx
vérifie la relation de récurrence de la partie I. En conclusion

On peut appliquer les résultats de la partie I & la suite (cpn (0))

n>0"

ITI.A.4) Sim <1, d’aprés I.C lim ¢,,(0) =1:

‘ Si m < 1, la probabilité d’extinction est égale a 1. ‘

IT1.B.1) Pour tout entier non nul k, (T = k) C (Y3—1 > 1) donc
0<kP(T=k)<kP(Yy1>1)=k(1—¢,_1(0)).

Or ici m < 1, donc d’aprés I.E je dispose de ¢ > 0 tel que 1 — ¢, (0) ~ c.m®~1. Et la série de terme
général kmF~! converge (en tant que O (1/k?) car k3m*~1 . 0 par croissances comparées). 1l en

—00

résulte que Y kP(T = k) converge absolument. Autrement dit

| T admet une espérance. |
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IT1.B.2a) J’ai par o-additivité, pour n fixé,

P(Yn21):1§1P(Yn:k) ggjlkP(Yn:k):E(Yn),

d’ou grace au ITI.A.2 (il s’agit d’un cas particulier de I'inégalité de Markov !)

PV, >1) <m" |

IT1.B.2b) En particulier j’ai m < 1, donc d’apres le ITI.A.4 la probabilité d’extinction vaut 1, c’est-
o0

a~dire que P (T = —1) = 0. Par conséquent E (T') = > kP (T = k), ce qui nous rameéne a un résultat
k=1

du cours, puisque tout se passe comme si T était a valeurs dans N :

E(T)=>Y P(T>k =3 P(T>k-1)

k=1 k=1
soit par réindexation
(o @]
E(T)=> P(T>k).
k=0

IT1.B.2c) Notons que, par définition, (7" > k) = (Y > 1), d’ou grace au ITI1.B.2a
P(T>k)=P(Y,>1)<mk
Le IT1.B.2b donne alors

o0 o0
E(T)=Y P(T>n)< Y mF
k=0 k=0
d’ou la majoration

1
1—m

E(T) <

ITI.C.1) Comme m < 1, nous avons vu au III.A.4 que P < U Y, = 0)) =1.
neN

Z est définie presque stirement (sur un ensemble de probabilité 1).

IT1.C.2a) Fixons k € N. Pour tout n € N, comme Y,, est a valeurs dans N,
Zpi1="Zn+ Yo > Z, don (Zp1<k)C(Z,<k).
Donc, par continuité décroissante,
lim P(ank):P<ﬂ (ank)>.
n—00 neN
Preécisons cette derniére valeur : soit w € € ;
e si Z, (w) <k pour tout k dans N, alors Z (w) < k par passage a la limite, par définition de Z ;
esi Z (w) <k, alors, pour tout k dans N, Z,, (w) < k (car Z,, < Z du fait que les Y; sont & valeurs
dans N).

Par double inclusion, () (Z, < k) = (Z < k) et finalement
neN

La suite (P (Z, < k) )nEN converge vers P (Z < k).

ITI.C.2b) Soit k fixé dans N. Pour tout n dans N, comme Z,, est a valeurs dans N, j’ai
P(Z,=k)=P(Z,<k)—P(Z,<k-1),

d’otl, par passage a la limite grace au I111.C.2a,

(P(Zn = k)),,oy. converge vers P(Z = k), cela pour tout k dans N.

IT1.C.2c) Fixons K € N et s € [0,1[. Jai (toutes les séries convergent absolument)
Gz,(s) = Gz(s)] = |> (P(Zn=k)—P(Z=k))s"
k=0
< S |P(Zy=k)—P(Z=k)|s
k=0
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Je découpe la somme. Pour les indices k < K, je majore s* par 1 (la somme est finie et cela ne pose
pas de probléme d’existence). Pour k > K + 1, je remarque que |P(Z, = k) — P(Z = k)| <1 (car les
deux termes sont entre 0 et 1 et leur différence est donc entre —1 et 1). Comme > s* converge, il n’y
a a nouveau pas de probléme d’existence. J’obtiens

K [es)
G2.(s) = Gz(s)| < X |P(Zn=k) = P(Z=k)| + Y &
k=0 k=K+1
soit finalement, connaissant la somme d’une série géométrique :
K gK+1
Gz,(s) = Gz(s)| < /;o |P(Zn=k) = P(Z = k)| + T—

K+1

ITI.C.2d) Style Cesaro... Fixons s € [0,1[ et € > 0. lim > —
K+1

= 0, je dispose donc de K dans N tel

S

K
— < % K étant ainsi fixe, d’apres IILC.2b, lim S |P(Z, = k) — P(Z = k)| = 0 (somme

finie de suites de limite nulle), d’ot N dans N tel que :

que :

K
V>N X |P(Z,=k)—P(Z=k)<
k=0

N ™

Finalement : Vn > N |Gz, (s) — Gz(s)] < e. Autrement dit, par définition de la limite, la suite
(Gz,(s)) converge vers Gz (s), cela pour tout s de [0,1[. De plus : Yn € N Gz, (1) = Gz(1) =1, donc
le résultat subsiste pour s = 1. En conclusion

La suite (Gz,),,cy converge simplement vers Gz sur [0, 1].

ITI.C.3a) J’ai Z; = 1 +Y et la variable aléatoire constante X égale a 1 est trivialement indépendante
de Y1. Donc le IT.A.1 s’applique et, comme Gx (s) = s et Gy, = ¢, = f,

|Gz, (s)=sf(s).|

ITI.C.3b) Avec le résultat admis et le ITI.C.2d, il suffit de passer & la limite, pour s fixé dans [0, 1],
puisque f est continue.

G(s) = 5. (G2(5).
IT1.C.3c) Comme toute fonction génératrice, Gz et f sont C! sur [0, 1] et le résultat précédent donne
Vs € [0,1] G (s) = [ (Gz(s)) +s.f (Gz(s)) .G (s)

soit [1—5.f(Gz(s)] .G (s) = [ (Gz(s))

or f et Gz sont continues sur [0,1], de valeur 1 en 1 ; de plus on a supposé que les variables aléatoires
de loi y admettent pour espérance m, donc f est C* sur [0,1], or f' (1) =m, d’out

1—s.f" (Gz(s)) = 1—m et f(Gz(s)) — 1.
De plus, comme [ et Gz sont croissantes sur [0,1] et f/ (1) > 0 (cf. L.E.1),
Vs e [0,1] s.f (Gz(s) < f (1)=m donc 1—s.f (Gz(s)) >1—m.
Alors, sim < 1,1 —s.f’ (GZ(S)) ne s’annule pas et
f(Gz(s)) 1
G, =
7(s) 1—s.f"(Gz(s)) i l-m

donc, par le théoréme de la limite de la dérivée, Gz est dérivable en 1, donc Z admet une espérance
1
valant G', (1) = ——.
(1) = ——
Par contre, si m =1,

! o f(GZ(S))
Gy (s) = 1—s.f (Gz(s)) P +00

et donc Gz n’est pas dérivable en 1. En conclusion

Z est d’espérance finie si et seulement si m < 1, auquel cas E (Z) = ——.
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IV — Un exemple

Notons que les p; vérifient bien les hypothéses de la partie ITI.

IV.A) T f(t) = 3 puth = = 37 [ARSEE SN SR ) = L
. “ _kzz:opk _Zk:() 2 _2‘1*75/2_2—156 f _(2—t)2'

f(t):%t ot m=f(1)=1.

IV.B) Jai f([0,1]) = [0, 1] et par récurrence immédiate, grace au ITI.A.1, ¢, ([0, 1]) = [0, 1].
En particulier,

|P0ur tout ¢ € [0, 1], ¢, (t) # 1.‘

1
IV.C) Soit t € [0,1] et n € N fixés ; par définition ay(t) = o B-1 d’on
an t = = =
al) = 1T T T e
2- ()On(t)
1
= -1+ =an(t)—1
o1

Pour ¢ € [0, 1], la suite (an(t)),cy est arithmétique de raison —1.

IV.D) Fixons t € [0, 1] ; d’apres le résultat précédent,

1 n+1-—-mnt
an(t)zao(t)*n:;*n:?
d’ont ! £ 1
t)=1 =14+ —
en(t) Jran(t) +nJrl—m‘
J’obtiens bien
n+(1—n)t
)= —
enll) = T

IV.E) La loi de Y,, se déduira du développement en série entiere de ,. Soient n € N* et t € [0, 1] ;
forgons la chance (il s’agit en fait d’une division euclidienne) :

124+ (n—-1)(—nt+n+1)—(n—-1)(n+1 1 1
o () = Lntt ) ) -(-Dm+) _1( .
n 14+n—nt n 1+n—nt
et, comme <1,
n+1‘

L1 or (o ¥
l+n—-nt n+l=5\n+1
d’o1, en regroupant les termes constants,
k
n—1 1 1 * n k
t) = [
on(t) n Jrn(n+1)+n(n+1)l<u.z::1<n+1>

En conclusion, par identification des coefficients,

n n

P(Y,=0)=——etvkeN" P(Y,=k) =

Notons que ces valeurs sont également correctes pour n =0 (car Yp = 1).
IV.F) Comme nous avons vu au ITL.B.2¢c, (T' > n) = (Y,, > 1), d’ou
P(I'>n)=PY,>1)=1-P(Y,=0)

soit d’aprés le résultat précédent

P(T>n):n+1.
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Donc la série Y P (T > n) diverge (série harmonique). Le cours nous apprend qu’alors T n’est pas
d’espérance finie. Retrouvons ce résultat (moins classique que la réciproque. ..) dans ce cas particulier.
Soit n € N*,

n

S KP(T=k) = S E(P(T>k-1)-P(T>k)
k=0 k=1
= Y kP(T>k—-1)— > kP(T>k)
k=1 k=1
n—1 n
= (k+1)P(T>k)— > kP(T > k) en réindexant
k=0 k=0
n—1
= P(T > k) —nP (T >n) en simplifiant
k=0

or Y P(T >n) diverge et nP (T >n) — 1, donc > kP (T = k) diverge :

‘ T n’admet pas d’espérance. ‘
IV.G) D’apres III1.C.3b, pour s fixé dans [0, 1],

Gz(s) = ﬁz(s) dott Gz(s)? —2Gz(s) = —s

et en ajoutant (habilement) 1: (1—Gz(s))> =1 —s.
Or1—Gyz(s) >0, donc: 1 —Gz(s) =+/1—s. Finalement :
Gz(s)=1—+/1-s.

Pour s € -1, 1], j’ai le développement en série entiére classique :

(1—-s)12 = 1+Z2 —1- ( LS ).(—1)ksk

<2k =3)
= 1—1—2 2]%! .S

_ > (2k — 2)!
=1 ; @) @ )

d’oul

= (2k—2)! )
22% el (k—1)0°

et la loi de Z s’en déduit par identification des Coefﬁments

(2k — 2)!
921 (k — 1)Ik!"

P(Z=0)=0etVkeN* P(Z=k)=

B dowides Shadok

QUAND ON NE SAIT PAS oU L'on uA,
I FALT ¥ ALLER. J,
LET LE PLUS VITE Pq;;le.u_s



