Intégrale de GAUSS

1) Définition et existence.
1

La fonction x — e~*" est continue sur [0, +oo[ et négligeable devant — en +00. On en déduit que la fonction x — e’
X

est intégrable sur [0, +oo[. Donc

+o0
I'intégrale J e dx existe et s’appelle l'intégrale de GAUSS.
0
+o00 5
2) Calcul de J e ™ dx.
0
2 oo 2 R 2
a) Premier calcul. Puisque la fonction x — e est intégrable sur [0, +-o0l, J e X dx = Rhm J e dx.
0 — 400 0
R
Pour R réel strictement positif donné, on pose I(R) = J e dx. On a
0

2
R R R
(I(R))? = (J e dx) = <J e dx) <J eV’ dy) = If e~ (*+v%) dxdy (intégrales indépendantes).
0 (x5y)

0 0 €[o,R]2

Le terme x? 4 y? invite & passer en polaires mais le domaine d’intégration n’est pas parfaitement adapté a ce changement
de variables.

RvV2

R RV2

La fonction a intégrer est positive et, dans le but d 7encadrer I(R), on encadre le domaine d’intégration entre les deux
quarts de disque noté D(R) et D(Rv2) ot D(R) ={(x,y) e R/ 0<x, 0 <y, x* +y? < R?}.
On a bien D(R) C [0,R]? € D(RV2) car

(x,y) ED(R)=0<x, 0<y, x*+y?<R?=0<x<Ret0<y <R,
et de méme
(x,y) €[O,RZF=0<x<Ret0<y<R=0<x, 0<yetx?+y?<RZ4+RZ=2RZ
Par positivité de l'intégrale et additivité par rapport au domaine d’intégration, on obtient

If e~ (V%) dxdy < If e~ (X +u%) gxdy < I e~ (V%) dxdy.
D(R) [0,R]2 D(RV2)

Pour R > 0, posons alors J(R) = H e~ (x*+u?) dxdy. En passant en polaires, on obtient

D(R)
/2 R
J(R) = J e (X +u?) dxdy = H e " rdrdd = <J' dG) (J' T dr) (intégrales indépendantes)
D(R) rel0,R],0€(0,%] 0 0
—Z[ X _1e_rz R—Z[(‘I _e—Rz)
2 2 o 4 ’
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Puis en remplacant R par RV/2, on obtient J(RV2) = g(l — e—ZRZ). L’encadrement obtenu plus haut s’écrit alors g(] —

e*Rz) < (I(R))? < ;(1 — eszz) ou encore, puisque I(R) est positif,

R
YR > 0, ?'\/1 — e R? SJ e dx < g'\ﬂ — e~ 2R%,
0

Quand R tend vers +o00, on obtient en particulier la valeur de 'intégrale de GAUSS

+00 +oo
i
J e dx = % et par parité J e dx = V.

0 —00

Remarque. On peut directement passer en polaires dans (I(R))? pour obtenir

5 7(X2+y2) 7(Xz+yz) /4 R/ cos© 2
(I(R))” = e dxdy =2 e dxdy =2 e "rdr|de
0

[0,R]2 0<x<y<R °
7'[/4 ] 7.[/4 7_[/4
:zJ [__e_TZ] R/ cos 0d0 :J (] _e_Rz/Cosze) 0" _J R/ cos?0 4
0 2 0 0 4 0
Donc
R /4 ] ]
VR > O, J €7XZ dx = \/E 7J‘ e*RZ/(:os2 Gde
0 4 o
/4 R ,
On peut alors analyser directement lim Z J' e R?*/cos’ 0409
R—+o0 0
b) Deuxiéme calcul.
X 5 2 1 e—XZ(H-tZ)
i) Définition de deux fonctions. Pour x réel, posons f(x) = (J et dt) puis g(x) = J S dt.
0 0

X

est continue sur R et donc la fonction x — J' e_tz dt est définie et de
0

ii) Dérivée de f. La fonction t — et

classe C! sur R. f est donc de classe C' sur R et de plus pour x réel
X

/(x) =2 J et dt.
0

iii) Dérivée de g.

Posons ¥ : [0,1] xR — R
efx2(1+t2)
R
—x?(1+4t%)

est continue et donc intégrable sur le segment [0, 1].

1+t2
oV
e ¥ admet sur [0, 1] x R une dérivée partielle par rapport & x et pour (x,t) € [0,1] X R, a(x,t) = 2xe X (14t

e Pour tout réel x, la fonction t +—

De plus, pour chaque x € R, la fonction t — —2xe™*" (1+t*) est continue sur [0, 1] et pour chaque t € [0, 1], la fonction
x = —2xe X (1+t%) st continue sur R. Enfin, sir A est un réel positif donné,

6_‘&’
ox

(x,t)} <2A x1=2A=¢(t),

ol @ est une fonction continue et donc intégrable sur le segment [0, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, g est de classe C! sur tout segment de R et donc sur R et pour

tout réel x
1 —xZ(1+t2 1
g'(x) :J' o (e e dtz—ZxJ' e () g
0 aX 1+t2 0
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iv) La fonction f + g est constante sur R. Soit x un réel non nul. En posant u = xt, on obtient

1

1 X
g’'(x) = —ZXJ e ) gy = e J

0 0 0

o (xt)? d(xt) = —2e ¥ J e du= —f'(x).

Dongc, pour x # 0, (f + g)’(x) = 0. Cette derniére égalité reste vraie pour x = 0 par continuité de f’ et g’ en 0.
Ainsi (f+ g)’ =0 et on en déduit que la fonction f + g est constante sur R. Mais alors, pour tout réel x,

1

(=

(f + g)(x) :(f+g)(0J:o+Jo =T

On a montré que

x 2 1 —x2(1+t2)
Vx € R, Je*lzdt :E,J £ a4
o 4 J, T4+t2

v) Limite de g quand x tend vers +oo. Soit x un réel positif. Pour tout réel t € [0,1], on a 0 <
Par croissance de l'intégrale, on obtient pour x > 0

2

0<g(x)<e ™.

e,Xz (14+t2)

1412

<e .

Puisque lim e X = 0, le théoréme des gendarmes montre alors que lim g(x) =0.
x— +00 X— 400
X
T
vi) Valeur de ’intégrale de GAuss. Pour x > 0, J et dt = i g(x) et puisque 115[_1 g(x) =0, on a
0 X— +00

redémontré que

X— +o00

SR
|
I
\
S

c¢) Troisiéme calcul.

On va obtenir 'intégrale de GAUSS comme limite d’une suite d’intégrales .

i) Définition d’une suite de fonctions convergeant vers la fonction x — e

(1—1)n si0<x<n

naturel non nul, on pose f,,(x) = n et f(x) =e ™.

Osix>n
On pose aussi gn (x) = fn(x?) et g(x) = f(x?).

e Vérifions que la suite de fonctions (gn )nen+ converge simplement vers la fonction g sur [0, +ool.

2\ ,
Soit x € [0, +o0o[. Pour n > x?%, on a gn(x) = <1 — X—) =enn(1=57) et donc
n
gnlx) = e~ 3 +o(L) — —x*+o(1)

. . — 2
ce qui montre que lim gn(x) =e * = g(x).
n—+oo

e Il est clair que pour n € N*, g,, est intégrable sur [0, +oo[ car g, est continue sur le segment [0, y/n] et nulle

sur l'intervalle [\/m, +o0l.

e Montrons que pour tout entier naturel n et tout réel positif x, on a 0 < gn(x) < g(x).

Soit n € N*. gy, est positive sur [0, +oo[. D’autre part, 'encadrement précédent est clair pour x € [y/n, +ool.

2

*. Pour x réel positif et n entier
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2
Maintenant, si x € [0, /[, on a —% €] —1,0]. I est connu que pour u €] — 1,4o00[, on a In(T 4+ u) < u (la fonction

u — In(1 4+ u) est concave sur ] — 1, 4o0o[ car y admet une dérivée seconde négative de sorte que son graphe est
au-dessous de sa tangente en (0,0) sur ] — 1, +00[). On en déduit que

XZ
gn(x) =ennl=%) < enl=5) = e=x" = g(x).

Ainsi, Vn € N*| |gn| < g avec g continue et intégrable sur [0, +ool.

En résumé

- La suite de fonctions (gn )nen+ converge simplement vers la fonction g sur [0, +oo[ et la fonction est continue
sur [0, +oo[.

- Chaque fonction g, est intégrable sur [0, +ool.

- 1l existe une fonction ¢ continue et intégrable sur [0, 400l telle que Vn € N*, |gn| < @ a savoir ¢ = g.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a alors

+o0 , +o00 +o0 +o0 Vv X2\ "
J e X dx = J g(x) dx = J lim gn(x) dx = lim J gn(x) dx = lim J (1 - —) dx.
0 0 0 n— -+oo n— +o0 0 n— +o0 0 n

v AN v K2\ ™
ii)Détermination de lim J <1 — —) dx. Pour n € Nx, posons I, :J <1 — —) dx.

n—+oo Jo n 0 n
Le changement de variables x = y/ncost et donc dx = —/nsint fournit
v 2\ ™ 0 N /2
I :J (1 —> dx:J (1 fcoszt) — y/nsint dt:\/ﬁj sin®™ 1t dt = VnWon 1,
0 n /2 0

ol Wy, est la n-éme intégrale de WALLIS. L’étude de ces intégrales montre que

In =~ \/H 2( T \/F[

n— oo 2n+1) notoo 2

+o00
2 T
et on retrouve encore e * dx \/_
0 2
iii) Bonus. Montrons que la suite de fonctions (fy)nen< converge uniformément vers la fonction f sur [0, 4+ool.

Soit n € N*. On a vu précédemment que Vx € [0, +oo[, f(x) — fn(x) > 0.

Posons h,, = f—f,, et étudions la fonction h,,. Il est déja clair que h, est continue, positive sur [0, +oo[ et décroissante
sur [n, ool.

h,, est dérivable sur [0,n[ et pour x € [0, n],

hl(x)=—e*+ (1 - %)nil.

Par croissance de la fonction exponentielle sur R, on a pour x € [0,n[

n—1)In(1—%) 171

sgn(h{l(x)):sgn(e( fe*") =sgn((n—1)In( n)f(fx)):sgn((nfﬂlnﬂ ,%)4_,()_

Pour x € [0,n[, posons k,(x) = (n—1)In(1 — %) + x. kn est dérivable sur [0,n[ et pour x € [0, n[,

1
5 —1 1T—x
K (x)=(m—1)—M 1= g :
R R S
n

kn est donc strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur [1,n[. Comme k;(0) =0, on a k(1) >0

et comme lim kyn(x) = —o0, on en déduit qu’il existe oy, €]1,n[ tel que kn (o) = 0 ou encore h! (o) = 0. De plus,
X—n—

ky, est positive sur [0, on] et négative sur [oen, 1 et il en est de méme de h},.

Mais alors, h,, est croissante sur [0, &,] et décroissante sur [0, n[. Comme de plus h,, est continue sur [0, +oo[
et décroissante sur [n, co[, h,, est décroissante sur [, +oo[. En résumé, h,, est positive sur [0, +oo[, croissante
sur [0, &, ] et décroissante sur [o,, +ool.

Vx € [0, +ool, 0 < hn(x) < hnl(on).
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08 n—1
Maintenant, I’égalité h/ () = 0 fournit e~ %~ = (1 — —n) et donc
n

hn(on) =e % — (1 — %)n =e *n — (1 - %)H_] (1 - ﬁ) =e % — (1 - ﬁ) e % = M.

Enfin, la fonction u : x + xe™* est dérivable sur [0, +oo[ de dérivée u’ : x — (1 —x)e™*. La fonction u admet donc

1 1
= —. On en déduit que hy(o,) = ulon) < —. On a montré que
e n ne

un maximum en 1 égal 4 1 x ™!

1
Vx € [0, 400, 0 < f(x) — fr(x) < —.
ne

1 1
Mais alors sup{|f(x) — fn(x)|, x € [0, 400} < —et puisque lim — =0, on a montré que
e n-+oo Me

la suite de fonctions (fn )nen+ converge uniformément vers la fonction f sur [0, +ool.

3) Calcul de T (1 —rm ¢ i
2) Jo WX T

e
a) Existence de l’intégrale. La fonction x — 7 est continue sur ]0,+oo[ et donc localement intégrable sur |0, +ool,
X

1 1
positive et équivalente en 0 & —= et donc intégrable sur un voisinage de 0, négligeable devant — en 400 et donc intégrable
X

/X

.. . . €
sur un voisinage de +oco. Finalement, la fonction x —

/X

b) Calcul de 1?intégrale. En posant x = u? et donc dx = 2udu, on obtient

—X

est intégrable sur ]0, +ool.

2

+o0o ,—x +oo e U +o00 5
J —dx:J Zudu:2J e ™ du=+m
o VX 0 u 0

B[ F e

o

+o0 5
4) Calcul de I, :J xe ™ dx.
0
1
a) Existence. Soit n un entier naturel. La fonction x — x“e_"z est continue sur [0, +oo[ et négligeable devant =
X
en +oo. Donc la fonction x — x™e™*" est intégrable sur [0, 400l et 17intégrale proposée existe.

b) Calcul.

i) Relation de récurrence. Pour n entier naturel donné, posons I,, = x"e ™ dx.
Jo
Soit A un réel positif. Une intégration par parties fournit
A A 1A A
1 n+1
J X" 2e" dx :J X" % xe ™ dx = [——exzxnﬂ + ;J' x"e " dx
0 0 2 Jo 2 Jo
A=A 1 (A
= — + + J x"e X dx.
2 2 Jo
. oo 42 2 n+1 oo 2 .
Quand A tend vers +oco, on obtient J x"TCe™™ dx = 5 J x™e ™ dx. D’ou la relation de récurrence
0 0
n+1
Vﬂ S N, In+2 - Tln
iy N VT, Fag 1]
ii) Calcul de I;, et Izni1. D’aprés 2), on a déja Ip = -5 D’autre part, [ = xe dx = |—=e = 7
0 0

Soit alors n un entier naturel non nul.

2n—1)2n-3 11 C(2)2n-1)(2n—-2)...2ymt  (2n)! &
2 2 2% T a2n(2n-2)...2 2 22z 2

IZn =
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et
2n)2n—-2 2 n!

I =— vzl = =,
2n+41 7 7 51 7
Ces égalités restant vraies pour n = 0, on a montré que
oo 2n)! /m too n!
vn e N, J X2n€7X2 dx = %i et J inJﬂe*XZ dx = — .
0 22nn! 2 0 2

Remarque. Par le changement de variables u = x?, les intégrales précédentes s’écrivent respectivement

+o00 ) ; 5 1 “+o00 1 +o00 ) N 1 +o00 ; 1 1
J x e dx:—J ute du==-I'n+1) etJ xe dx:—J ur Ze " du==Tn+ ).
0 2 Jo 2 0 2 Jo 2

et on a donc montré que

1 (2n)!
oo . . 2 +oo 3 . 5
5) Calcul de J e {7 qx. Pour y réel on pose F(y) :J e Hx )T gy

a) Existence. Soit y un réel fixé. La fonction x — e~1x+1)* est continue sur R. De plus, pour tout réel x,

|e—(x+iy)2| _ |e—x2+y2 « e—21y| _ e—x2+y2.

1

Cette derniére expression est négligeable devant — quand x tend vers +oco ou vers —oo.
X

)Z

Donc, pour tout réel y, la fonction x — e **T1)" est intégrable sur R.

F est définie sur R.

b) Calcul. Soit a un réel strictement positif. Soit f R x [—a,a] — C
() o et
e Pour chaque y € [—a, a], la fonction x — f(x,y) est continue et intégrable sur R.
e f est pourvue sur R x [—a, a] d’une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable y et pour (x,y) € Rx [—a, a],

of .
a—(x,y) =—2i(x + iy)e_(x+1y)2. De plus
Y
of
e Pour chaque x € R, la fonction y — =—(x,y) est continue sur [—a, al,

oy
e Pour chaque y € [—a, a], la fonction x — @(x,y) est continue sur R,
e Pour chaque (x,y) € R x [—a, al, [f(x,y)| = 2\/me_"2+92 < 2VXZ F aZe ¥ tal = @(x) ol @ est continue
sur R et intégrable sur R car négligeable devant 2 en +o0 et —oo.
D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C' sur tout segment de R et donc sur R et pour
tout réel y, on a
9

f . .
@ (x, y) dx = J' —2i(x + iy)e—l(x+1y

+oo
¥ dx = {ie_(xﬁy)z}ﬂo =0,

[o¢]

Py = |
Vl=ex+v .
X— 400

car |[e~(x+1y

+00
F est donc constante sur R et pour tout réel y, F(y) = F(0) = J' e dx = V.

—00
+00 o
Yy € R, J e T gx = .
—00
+oo . 5 +oo N .
Enfin, puisque J e XTI gy = eV J e X e 2V dx, on a aussi montré que :
—0Q —00
+oo ) ) )
Yy € R, J e X eV dx = /e V.
—00
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