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Devoir n°7

Endomorphismes dans un espace de matrices
(d’aprés ENSA 89)

E est lalgebre My (R) des matrices carrées d’ordre 2; on pose

O RO O RS (I RS G RUS ()

(on rappelle que (M7, Ms, M3, M) est une base de M3(R))

Soit A une matrice de E'; on lui associe I'application ®(A) de F dans E définie par
B(A): M AM — MA.

Vérifier que pour tout A, on a ®(A) € L(E) (c’est-a-dire que ®(A) est un endo-

morphisme de E).

Montrer que ® est linéaire (en précisant, bien stir, les espaces de départ et d’arrivée;
on fera tout particuliérement attention & ne pas confondre cette question et la
précédente!). Déterminer ®(AI) (pour A € R fixé).

a

Soit A = b) telle que ®(A) = 0z (c’est-a-dire I'application nulle M +— O);

d
utiliser les matrices M; pour montrer que b = ¢ =0 et que a = d.

En déduire que Ker & = Vect(/) et que Im ® est un sous-espace vectoriel de L(F)
de dimension 3.

Soit D = {u € L(E)|(VM,N € E)(u(MN) = u(M)N + Mu(N))}. Montrer que
D est un sous-espace vectoriel de L(F) et que Im ® est inclus dans D.

Soit w un élément de D; montrer que u(l) = O; calculer Ms.Mj (on rappelle que
(My, M, M3, My) est la base «canonique» de E) et en déduire qu’on peut écrire

u(Mz) sous la forme (?): _y$>

Montrer de méme que u(M3) est de la forme (;t ) et que (avec les notations

t
précédentes) y + z = 0.
Soit alors A = (Z Z) telle que a —d =y = —z, c = —x et b = —t. Montrer que

®(A) = u. Déduire de ce résultat (et des premiéres questions) que Im ® = D.

On va a présent étudier sur un exemple 'endomorphisme ®(A) : on prend pour A
la matrice ( _41 ?) . Ecrire la matrice de u = ®(A) relativement 4 la base (de F)
(My, M, M3, My). Cette matrice sera notée U.

Déterminer une base du noyau et une base de I'image de wu.

Montrer qu’il existe deux réels distincts (que 1’on notera « et ) tels que A — al
et A — I ne soient pas réguliéres; vérifier que |a — 8| = 1. Montrer que u — idg
et u + tdg ne sont pas des automorphismes de F.

Utiliser les questions précédentes pour diagonaliser U.



