Sup Tsi - Cours de mathématiques

[11. Fonctions

1 Généralités sur les fonctions

Définition 1. Une fonction f a valeurs réelles définie sur un intervalle I C R fait correspondre a tout
x € I un unique réel f(x) appelé image de x par la fonction f.
On note F(I,R) l’ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur un intervalle I C R.

Définition 2. On appelle représentation graphique d’une fonction f: R — R l’ensemble des points du
plan de coordonnées (x; f(x)) pour x € R.

Exercice 1. Représenter graphiquement la fonction f : x — (z — 3)% + 1.

Exercice 2. Expliquer comment obtenir les représentations graphiques des fonctions x — f(z) + a, x
fx+a), z— af(z) et x — f(ax) a partir de la représentation graphique de f pour a € R.

Définition 3. Une fonction f € F(R,R) est dite :
e paire si f(—z) = f(z) pour tout x € R.
e impaire si f(—z) = —f(z) pour tout z € R.
e périodique si il existe T € R* tel que f(z+T) = f(x) pour tout x € R.

Exercice 3. Déterminer la parité des fonctions puissances x — x" pour n € N.
Exercice 4. Interpréter géométriquement la parité et la périodicité d’une fonction f.
Exercice 5. On considére la fonction f : x +— cos(3z). Etudier la parité et la périodicité de la fonction f.

Définition 4. Une fonction f € F(I,R) est dite :
e constante sur I si pour tous x,y € I on a f(z) = f(y).
e croissante (strictement croissante) sur I si pour tous x,y € I avec x <y on a f(z) < f(y) (avec
v <y onafx)< ().
e décroissante (strictement décroissante) sur I si pour tous x,y € I avec x < y on a f(z) = f(y)

(avec x <y on a f(z) > f(y)).
e monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I .

Exercice 6. Ftudier le sens de variation de la fonction carré sans utiliser la dérivation.
Exercice 7. On considére x,y € R, montrer que x < y <= e* < €Y.

Définition 5. Une fonction f € F(I,R) est dite :
e majorée sur I siil existe M € R tel que f(x) < M pour tout x € I, M est alors appelé majorant
de la fonction f sur I.
e minorée sur I si il existe m € R tel que f(x) = m pour tout x € I, m est alors appelé minorant de
la fonction f sur I.
e bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple 1. Les fonctions cos et sin sont bornées sur R.

2

T
Exercice 8. Montrer que la fonction [ : x +— R est bornée sur R.
T
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Définition 6. Une fonction f: I — R admet :
e un maximum sur I si il existe a € I tel que f(x) < f(a) pour tout x € I, f(a) est alors appelé
mazximum de la fonction f sur I.
e un minimum sur I si il existe a € I tel que f(x) = f(a) pour tout x € I, f(a) est alors appelé
minimum de la fonction f sur I.
e un extremum sur I si elle admet un mazimum ou un minimum sur I.

Exemple 2. Les fonctions cos et sin admettent —1 et 1 comme minimum et mazimum sur R.

Remarque 1. Une fonction admettant un mazimum est majorée et une fonction admettant un minimum

est minorée.
2

Exercice 9. La fonction f:x — R admet-elle un minimum et un maximum sur R ¢
x

Définition 7. On considére deux fonctions v : R — R et v : R — R ainsi que k € R. On définit les
fonctions :

ku r ku(zx)
U+ v x = u(x)+o(x)

uv r =  u(x)v(z)
vou : x +—  v(u(x))

2 et h:x — sin(x) les fonctions

Exercice 10. Exprimer a partir des fonctions f : x — 1, g : x — x
1+ 2%sin(z), x> sin(2? +2) et 2 — (2sin(z) — 1)2.

Définition 8. Une fonction f: I — J admet une fonction réciproque g : J — I si tout élément y € J
admet un unique antécédent x € I par la fonction f et on note alors g(y) = x.

Exercice 11. La fonction f: R — R admet-elle une fonction réciproque ¢
2
x = T

[0; +00[ admet une fonction réciproque et ’ex-
2

Exercice 12. Montrer que la fonction f: | —o00;0] —

x — x
pliciter.
Exercice 13. On considere une fonction f : R — R admettant une fonction réciproque g : R — R. Quel
est le lien existant entre les représentations graphiques de f et de g ?

2 Dérivation d’une fonction

Définition 9. Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R est dite dérivable en a € I si le

f(x) = f(a)

quotient admet une limite quand x tend vers a, cette limite est alors appelée nombre dérivé

de la fonction f en a et notée f'(a).

La représentation graphique de la fonction f admet alors une tangente au point de coordonnées (xo; f(a))
de coefficient directeur f'(a).
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Propriété 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et dérivable en a € I alors la
courbe représentative de f admet une tangente au point My(a; f(a)) d’équation :

y = f'(a)(z —a) + f(a)

Démonstration. Exigible. O

Exercice 14. Déterminer le point d’intersection de la tangente a la courbe représentative de la fonction
fix— xze ™™ au point d’abscisse 2 avec l'axe des abscisses.

Propriété 2. On considere une fonction f : R — R admettant une fonction réciproque g : R — R, si f est

Fi@) ~ frogly)

Démonstration. Voir au chapitre XII. O

dérivable en x € R avec f'(x) # 0 alors g est dérivable en y = f(x) et ¢'(y) =

Exercice 15. Interpréter graphiquement la propriété 2.

Propriété 3. On considére une fonction f a valeurs réelles définie et dérivable sur un intervalle ouvert I
de R, alors :
e Si f' =0 sur I alors [ est constante sur I.
e Si f' >0 (respectivement f' > 0) sur I alors f est croissante (respectivement strictement croissante)
sur I.
o Si f/ <0 (respectivement ' < 0) sur I alors f est décroissante (respectivement strictement décrois-
sante) sur I.

Démonstration. Voir au chapitre XII. O

T

Exercice 16. Etudier les variations de la fonction f :x v+ xe ™™ sur R.

3 Fonctions usuelles

3.1 Fonctions valeur absolue et partie entiere

Définition 10. On appelle fonction valeur absolue la fonction R — [0;400] .
x ||

Exercice 17. Tracer la représentation graphique de la fonction valeur absolue.

Définition 11. On appelle fonction partie entiére la fonction R — Z ou |x| représente le plus
grand entier inférieur ou €gal d x.

Remarque 2. |z] est l'unique nombre entier tel que |z| <z < |x] + 1.
Exercice 18. Déterminer |v/2] et |—v/2].
Exercice 19. Tracer la représentation graphique de la fonction partie entiére.

Exercice 20. Ezprimer |—z| en fonction de |x|.

www.emmanuelmorand.net 3/11 supTSI1415Chap03Cours



Sup Tsi - Cours de mathématiques III. Fonctions

3.2 Fonctions exponentielle et logarithme

Définition 12. On appelle fonction exponentielle ['unique fonction définie et dérivable sur R égale a sa
dérivée et valant 1 en 0, on la note x — exp(x) avec e = exp(1).

y = exp(x)

S

Remarque 3. L’eristence de cette fonction est admise.

Remarque 4. La fonction exp est dérivable et |exp’ = exp |.

Propriété 4. Siu est une fonction dérivable, alors la fonction exp(u) est dérivable et| (exp(u))’ = u’ exp(u)|.

Démonstration. Exigible - On utilise le théoreme de dérivation d’une fonction composée. U

Propriété 5. La fonction exp est croisssante et strictement positive, de plus :

xgr—noo exp(x) =0 zgrfoo exp(x) =t

Démonstration. Non exigible - On utilise la fonction x +— exp(z)exp(—z) pour montrer que la fonction
exponentielle ne s’annule pas puis un raisonnement par ’absurde pour montrer la positivité stricte, on
montre que exp(x) > = pour tout z € R pour déterminer les limites. O

Propriété 6. La fonction exponentielle vérifie les relations suivantes pour tous nombres réels x ety et pour
tout entier relatif n :

1. ‘exp(m +y) = exp(z) exp(y) ‘

2. |exp(—x) = expl(x)
3. lexp(z —y) = E};I;Eg

4. |exp(na) = [exp(a)]

exp(z +y)

Démonstration. Non exigible - On étudie la fonction x — ————.
exp(z) exp(y)

Remarque 5. Ces formules justifient la notation exp(x) = e*.
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Définition 13. On appelle fonction logarithme et on note In la fonction qui a tout élément de 'intervalle
10; +o00[ associe son unique antécédent par la fonction exponentielle dans l'intervalle | — oo; +00].

y = In(x

Remarque 6. L’eristence de cette fonction sera démontrée au moyen du théoréme de la bijection.

Remarque 7. On a‘ln(l) = 0‘ et ‘ In(e) =1 ‘

Remarque 8. On a ‘ SizxeR, In(e”) = m‘ et|Si x €]0;400] , @ =z

1
Propriété 7. La fonction In est dérivable sur ]0;+oo[ et|Si x €]0;+oo[ , In'(z) = = |.
T

Démonstration. Exigible - On utilise la propriété de dérivation d’une fonction réciproque. O
Remarque 9. La fonction In est donc la primitive sur |0;+oo[ de la fonction inverse s’annulant en 1.

Propriété 8. Si u est une fonction dérivable et strictement positive, alors la fonction In(u) est dérivable
!/
U
et|(Inu) = —|.
(nuy =~

Démonstration. Exigible. O

Propriété 9. La fonction In est croissante, négative sur |0;1] et positive sur [1;+o0[, de plus :

lim In(z) = —o0 lim In(z) = 400
z—0 T—+00

Démonstration. Exigible. O

Propriété 10. La fonction In vérifie les relations suivantes pour tous nombres réels x et y strictement
positifs et pour tout entier relatif n :

1. ‘ln(my) = In(x) +In(y) ‘

2 |In (é) — “In(a)

1
5. |In(v/z) = 3 In(x)
Démonstration. Exigible. O
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3.3 Fonctions puissances

Définition 14. On appelle fonction puissance d’exposant a € R, la fonction notée x — x® définie sur

Remarque 10. Cette définition généralise [’égalité x™ = (eh””)n = "% pour n € Z.

. . 1 _
Exercice 21. Montrer que les fonctions © — x, © — 2, £ — —, T+ /T et T — sont des fonctions
T

1
T\T
puissances et dommer leurs exposants.

Propriété 11. La fonction puissance d’exposant a : x — x%, a € R, est dérivable sur R’ et sa dérivée est
la fonction x + ax® ",

Démonstration. Exigible. O

Propriété 12. On considére a € R, alors :
e Sia =0, la fonction puissance d’exposant a est constante égale a 1.
e Sia <0, la fonction puissance d’exposant a est décroissante sur R

de plus lim z* = 400 et lim z% = 0.
z—0 T——+00

e Sia >0, la fonction puissance d’exposant a est croissante sur R’
de plus lim z* =0 et lim 2% = 4o0.
z—0 T—+00

Démonstration. Exigible. O

Remarque 11. La fonction puissance d’exposant a > 0 admettant une limite finie en 0, on peut poser
0% =0 pour a > 0.

Exercice 22. Représenter graphiquement sur une méme figure les fonctions puissances d’exposants 0, —1,
1

1,2 et —.
2

Propriété 13. On considére deur nombres réels a et b et x € R, alors :

Démonstration. Exigible. O

Propriété 14. Croissances comparées

Inx
o |SiacR:, lim — =0
r—+oo @

a

. x
e | SiaeRy, lim —=0
z—~+o00 et

alnx

Démonstration. Non exigible - On se ramene au cas a = 1 en posant X = z% =e¢ puis on remarque que

T erar-1) O

Corollaire 1.

Sia€ Ry, lim z%lnz =0
z—0
x>0

Démonstration. Non exigible - on utilise le changement de variable X = % U
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3.4 Fonctions circulaires directes et réciproques

Définition 15. Le plan étant muni d’un repére orthonormal direct Sin @ p---oooeed '
(O, 1, 7), on considére un point M du cercle de j !

% H '

centre O et de rayon 1 et on note § = (i ,0OM). La i

fonction de R dans [—1; 1] qui a 6 associe l’abscisse du o i

point M est appelée fonction cosinus et est notée cos cos 6
et la fonction de R dans [—1;1] qui a 0 associe l'or-
donnée du point M est appelée fonction sinus et est
notée sin. On appelle fonction tangente et on note
tan la fonction définie sur R\ {g +km, ke Z} par

sin (@)
cos(0) |

tan 0

tan(f) =

Remarque 12. Les fonctions cosinus et sinus sont 2mw-périodiques et respectivement paire et impaire. La
fonction tangente est impaire et w-périodique.

y = cos(x y = sin(x

~_

yuy
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Propriété 15. On a sinz < = < tanz pour x € [0; g[ ;
Démonstration. Non exigible - On utilise sur la figure /
ci-contre 'encadrement M1 < I(MI) < P
MN + NI. M|
N
Si 1— 1
Corollaire 2. On a|lim 222 — 1] et| lim i O HAT
z—0 T z—0 22 2 |
, ) .. sin x T N .,
Démonstration. Non exigible - On montre que cosz < < 1 pour z €]0; —|—§[ et on procede par parité
T
2
puis on utilise la formule cosz =1 — 2 (sin g) . O

Propriété 16. Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R et |cos’ = —sin| , |sin’ = cos|.

Démonstration. Non exigible - On étudie la limite pour x tendant vers a du taux d’accroissement

/@) = f(a)

O

Propriété 17. Si u est une fonction dérivable, alors les fonctions cosu et sinu sont dérivables et :

(cosu) = —u'sinu (sinu) = cosu

Démonstration. Exigible. O

T
Exercice 23. Montrer que la fonction x — cos <2x — 5) est w-périodique et étudier ses variations sur

Uintervalle [0; .

Propriété 18. La fonction tan est dérivable sur chacun des intervalles } g + k; g + (k+ 1)7r[ Jk €7 et

Six;&g—l—km, ke€Z , tan'(z) = ——— = 1+ (tanz)?|.

Démonstration. Exigible. O

Remarque 13. La fonction tan est donc croissante sur chacun des intervalles] g + km; g + (k+ 1)7r[ , keZ.

Propriété 19. formulaire de trigonométrie

e |cos(a+b) =cosacosb— sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

tana + tan b

t )= ————
an(a + ) 1 —tanatanb

o |cos(2r) = (cosz)? — (sinw)? = 2(cos r)? — 1 =1 — 2(sin z)?

sin(2z) = 2sinz cos

2tanx
tan(2z) = ——
1 — (tanx)?
Démonstration. Exigible - les formules concernant cos et sin ont été démontrées au chapitre II. U
Exercice 24. On pose t = tan (), montrer que cos(z) = 1;t2 sin(z) = 2t et tan(z) = 2t
2 1+ 2 1+ ¢2 1—¢2

www.emmanuelmorand.net 8/11 supT'SI1415Chap03Cours



Sup Tsi - Cours de mathématiques III. Fonctions

Définition 16. On appelle fonction arc sinus et on note arcsin, la fonction qui a tout élément de [—1;1]
T
associe son unique antécédent par la fonction sinus dans intervalle [—5; 5} .

Remarque 14. L’existence de cette fonction sera démontrée au moyen du théoreme de la bijection.

T T
272

Remarque 15. On a ‘ Six € [—1;1] , sin(arcsinz) = x‘ et|Six € [— ] , arcsin(sinz) = z|.

Propriété 20. La fonction arcsin est impaire.

Démonstration. Exigible. O

3
Exercice 25. Calculer arcsin > et arcsin (sin %)

Exercice 26. Démontrer que | Si x € [—1;1] , cos(arcsinz) = V1 — 22|

1
V1 — 22

Démonstration. Exigible. O

Propriété 21. La fonction arcsin est dérivable sur | — 1;1[ et |arcsin’(z) =

Remarque 16. La fonction arcsin est donc croissante sur [—1;1].

Propriété 22. Siu est une fonction dérivable a valeurs dans | —1;1[, alors la fonction arcsinu est dérivable

et | (arcsinu) = _ v
V1I—u?|
Démonstration. Exigible. O
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Définition 17. On appelle fonction arc cosinus et on note arccos la fonction qui a tout élément de [—1;1]
associe son unique antécédent par la fonction cosinus dans lintervalle [0;].

Remarque 17. L’existence de cette fonction sera démontrée au moyen du théoreme de la bijection.

Remarque 18. On a ‘ Six € [—1;1] , cos(arccosz) = x‘ et ‘ Six € [0;m] , arccos(cosx) = x ‘

Exercice 27. Montrer que la fonction arccos n’est pas paire.

3
Exercice 28. Calculer arccos | — | et arccos <cos —W)

Exercice 29. Démontrer que | Si x € [—1;1] , sin(arccosz) = V1 — 22|

1
V1—22

Démonstration. Exigible. O

Propriété 23. La fonction arccos est dérivable sur | — 1;1[ et|arccos’(x) = —

Remarque 19. La fonction arccos est donc décroissante sur [—1;1].

™ P

Propriété 24. Siwu est une fonction dérivable a valeurs dans |—1; 1], alors la fonction arccosu est dérivable

et | (arccosu) = v
V1—u?|
Démonstration. Exigible. O

Exercice 30. Montrer que pour tout x € [—1;1], on a arccos(x)-+arccos(—z) = 7, en déduire une symétrie
de la courbe représentative de la fonction arccos.

(on pourra étudier la fonction auziliaire ¢ : x — arccos(x) + arccos(—z))
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III. Fonctions

Définition 18. On appelle fonction arc tangente et on note arctan, la fonction qui a tout élément de R

. . . . . m
associe son unique antécédent par la fonction tangente dans l'intervalle }—5;

Remarque 20. L’existence de cette fonction sera démontrée au moyen du théoreme de la bijection.

Remarque 21. On a| lim arctan(z) = +Z0et | lim arctan(z) =

z—+00 2 T—>—00

§ .

Propriété 25. La fonction arctan est impaire.

Démonstration. Exigible.

Remarque 22. On a ‘ Six € R, tan(arctanz) = x‘ et|Six e ]—g; g{ , arctan(tanz) = x |.

7
Exercice 31. Calculer arctan(v/3) et arctan (tan %) .

1
Propriété 26. La fonction arctan est dérivable sur R et|arctan’(z) = 522
x

Démonstration. Exigible.
Remarque 23. La fonction arctan est donc croissante sur R.

............. .2------------------.-ﬁ---------.,'.----.',:"

2 N L’
N n

y = arctanx

Propriété 27. Siu est une fonction dérivable, alors la fonction arctanu est dérivable et | (arctanu)’ =

Démonstration. Exigible.
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