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Chapitre 4

Inégalités dans R - Généralités sur
les fonctions

1 Inégalités dans R

1.1 Opérations et relation d’ordre

Théoréme 1.1. (Rappels sur l'ordre et les inégalités.)
Pour tous réels a,b,c,d et k :
(1) Addition : sia <betc<d, alorsa+c<b+d.
k>0 alors ka <kb
k <0 alors ka > kb
(7i1) Multiplication d’inégalités positives : si 0 < a < b et 0 < ¢ < d, alors ac < bd.

si0<a<b, lgl
b " a

(i1) Multiplication par un scalaire : si a < b et

(iv) Division :

sia<b<O,

/AN
Q.\ —

S| =

&Attention

e Il ne faut jamais soustraire ou diviser membre & membre les inégalités.

e Avant de multiplier ou de diviser par une constante les deux membres d’une inégalité,
vérifier bien le signe de cette constante.

e Pour majorer une fraction de réels positifs, il suffit de majorer son numérateur ou de
minorer son dénominateur.

e Pour minorer une fraction de réels positifs, il suffit de minorer son numérateur ou de
majorer son dénominateur.
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2 Inégalités dans R - Généralités sur les fonctions

Définition 1.1.
Soit (a,b) € R%. On définit neuf types d’intervalles dans R :
(1) [a,b] = {x € R /a < = < b} intervalle fermé borné ou segment ;
(i7) Ja,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle semi owvert a gauche, on définit de la méme
maniére l'intervalle semi ouwvert a droite [a,b| ;
(i73) Ja,b[={z € R /a < z < b} intervalle ouvert;
(iv) [a,4+oo[ = {z € R/ a < z}, on définit de la méme maniére les intervalles. |—o0, b,
la, +oo[ t ]—o0, b]
(v) ]—=o00,00[=R.

Remarque. On note R = R U {—00, 0} appelé droite numérique achevée.

20 — 1 11
E le1.1. P tout z € [1;3 2219|1872
xemple rouver que pour tout x € [1;3] on a 2249 < {18’2]

1.2 Valeur absolue

Définition 1.2.
On appelle valeur absolue d’un réel x et on note |x| le réel :

|z| = max {z, —z}.

Remarques.

— Pour tout x € R, |z| est la distance de x a 0 sur la droite réelle.

e
: : -
0 T

— pour x = 0,|z| =2 et pour x <0, |z| = —

— On note aussi v = max {z,0} et v~ = max {0, —x}

Proposition 1.1.
Pour tous x,a € R, |x — a| est la distance entre x et a sur la droite numérique, donc pour
tout r >0 :

|z —a|<r <= a—r<z<a+r < z€la—r,a+rl

|z —af
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2 Généralités sur les fonctions de R vers R 3

Proposition 1.2.
Pour tous réels x,y :

@) 1220 |=al=lal ; |ol>0 = #0
(i) Va? = |z|

(iid) |wy| = |yl

(iv) Inégalité triangulaire :

[z +yl <lz| + |y

(v) Seconde inégalité triangulaire :

1zl = Jyl] < lo =yl

P\ Attention
< |z —y|K]x| — |y|, I'inégalité triangulaire donne simplement |z — y| < |z| + |y|.

1.3 Majorant - Minorant

Définitions 1.1.
Soit A une partie de R.

(1) On dit qu’un réel M est un majorant de A si :
Vee A, x < M.

(#7) On dit qu’un réel m de A est un minorant de A si :
Ve e A, x > M.

(#3i) On dit que M est le plus grand élément de A si M est un élément de A et majorant
de A, on le note max A.
(tv) On dit que m est le plus petit élément de A si m est un élément de A et minorant
de A, on le note min A.
(v) On dit que A est majorée(resp. minorée) s’il existe au moins un majorant (resp.
minorant) de A.
(vi) On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée.

2 Généralités sur les fonctions de R vers R

2.1 Domaine de définition

Définition 2.1.

Soit f une fonction réelle de la variable réelle.

L’ensemble de définition de f, noté Dy, est l’ensemble des réels = tels que f(x) est définie
ou existe ou calculable.

Exemples 2.1.
— La fonction x — z% est définie sur R.
— La fonction © — \/x est définie sur R, .
z+6

— Déterminer l’ensemble de définition de la fonction x — 3"
T —
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4 Inégalités dans R - Généralités sur les fonctions

2.2 Représentation graphique d’une fonction

-,

On se placera dans la plan muni d’un r.o.n.d. (O;Z])

Définition 2.2.
Soit f une fonction définie sur D C R a valeurs réelles.

La représentation graphique de f est l’ensemble des points du plan de coordonnées (z, f(x))
ot x décrit D.

Proposition 2.1. (Effet sur la courbe par translation)

Sotient f une fonction définie sur D, et C¢ sa courbe représentative.
Soient a € R.

Alors :

(1) g:x+—— f(x) + a admet le méme ensemble de définition que f.
Sa courbe représentative C, est obtenue a partir de Cy par translation de vecteur aj.

(i4) g:x+— f(x+ a) a pour ensemble de définition {x/x + a € D}.
Sa courbe représentative C, est obtenue & partir de C¢ par translation de vecteur
—ai.
Cq
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2 Généralités sur les fonctions de R vers R

Proposition 2.2. (Effet sur la courbe par symétrie)

Sotent f une fonction définie sur D, et C¢ sa courbe représentative.

Soient a € R.

Alors :

g:x+— f(a—x) a pour ensemble de définition {x € R/a —x € D}.

Sa courbe représentative C, est obtenue a partir de Cy par symétrie par rapport a la droite
A d’équation v = g.

Proposition 2.3. (Effet sur la courbe par affinité)

Soient f une fonction définie sur D, et C; sa courbe représentative.
Soient a € R.
Alors :

(1) g:x+— af(z) a pour ensemble de définition D.
Sa courbe représentative C, est obtenue a partir de Cy par une affinité de rapport a,
parallélement & aze (Oy).

C!]

(#3) g:x v+ f(ax) a pour ensemble de définition {x / ax € D}.
Sa courbe représentative C, est obtenue a partir de Cy par une affinité de rapport a,
parallélement a 'aze (Ox).

Cf Cy
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Remarque.
— L’affinité de rapport a = —1, parallélement a 1’axe (Oy) correspond a la symétrie par
rapport a 'axe des abscisses.
— L’affinité de rapport a = —1, parallélement & 'axe (Oz) correspond a la symétrie par

rapport a ’axe des ordonnées.

Exercices d’application.

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer son ensemble de définition et tracer une es-
quisse de sa représentation graphique a partir de ceux d’une fonction bien connue et de trans-
formations affines .

1 frxm (x+2)2 -1 8 frxrm1l—e"
2. frx—l—vWi—z 4. f x> 3cos(2t 4 w/4)
2.3 Ordre

Définition 2.3. (Relation d’ordre sur les fonctions.)
Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D.
On dit que f est inférieure ou égale a g (sur D) lorsque pour tout x € D on a f(x) < g(x).

Remarque.

Ce n’est pas une relation d’ordre « totale », autrement dit toutes les fonctions ne sont pas
comparables.

Exemple 2.2.

Les fonctions fi : x +— 2 et fo : x + /x sont comparables sur [0,1] et [1,+oo[ mais pas sur
R,.

S

P

[
8

O

Définitions 2.1. (Vocabulaire lié a 'ordre.)
Soient f une fonction définie sur un ensemble D et I C D.

(i) f est constante sur I

lorsqu’il existe C € R tel que pour tout x € I, f(x) =C.

(ii) f est majorée sur I
lorsqu’il existe M € R tel que pour tout x € I, f(x) < M.
On définit de maniére similaire une fonction minorée.

(i4i) f est bornée sur I
lorsqu’elle est majorée et minorée.

() f est positive sur I
lorsqu’elle est minorée par 0, c.d.d. pour tout x € I, f(x) > 0.
On définit de maniére similaire une fonction négative sur I.
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2 Généralités sur les fonctions de R vers R 7

Remarque. La courbe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M) est située entre
deux droites d’équations y = m et y = M.

Proposition 2.4.

Soient [ une fonction définie sur un ensemble D, f est bornée sur I C D si, et seulement
si |f| est majorée sur I autrement dit :

IK eR, Ve el, |f(z)| < K.

Définitions 2.2. (Monotonie.)
Soient f une fonction définie sur un ensemble D et I C D.

(i) f est croissante sur I (resp. strictement croissante) lorsque pour tout x,z’ € I on
a:
z <2 = f(z) < f(2') (resp. z <2’ = f(x) < f(2')).
On définit de maniére similaire une fonction décroissante.

(i) f est monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante ou décrois-
sante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

En résumé une fonction croissante conserve lordre et une fonction décroissante change
lordre.

Remarque. (Graphe d’une fonction croissante)

Exemple 2.3.
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8 Inégalités dans R - Généralités sur les fonctions

[0, +00[— R
x— T

— La fonction racine carrée { est strictement croissante.

) R—R ) ) . )
— La fonction valeur absolue n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre, la
T — |z
. [0, +00[— R . .
fonction est strictement croissante.
T — |z

2.4 Opérations sur les fonctions

Définitions 2.3. Soient f : D — R et g : D — R deux fonctions définies sur un méme
domaine D de R.
On peut alors définir les fonctions suivantes :
(2) la somme de f et g est la fonction f+g: D — R définie par (f+g)(z) = f(x)+g(x)
pour tout x € D ;
(i1) le produit de f et g est la fonction fxg: D — R définie par (f x g)(x) = f(z) x g(x)
pour tout x € D ;

1
(#4i) Uinverse de f (si f ne s’annule pas sur D) est la fonction — : D — R définie par la

f

1 1
relation | — | () = our tout © € D ;
(f) ©=Fw

(iv) la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A- f : D — R définie
par (\- f)(z) = X- f(x) pour tout x € D.

Proposition 2.5.
Soient f: D — R et g: D — R deux fonctions définies sur un méme domaine D de R

(i) Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes), alors f + g est croissante (resp.
décroissante).
(i) Si f et g ont la méme monotonie et positives, alors f X g est de méme monotonie.

(1it) Si f est croissante (resp. décroissante) et strictement positive, alors — est décrois-

sante (resp. croissante).
(iv) Si f est croissante et X > 0 (resp. A < 0), alors (\f) est décroissante (resp. décrois-
sante).

Définition 2.4. (Composée)
Sotent f: Dy -+ R et g: Dy — R deux fonctions telles que f (Dy) C Dy .
On appelle fonction composée de f par g, et on note g o f, la fonction définie par :

V:CEDf, (gof)(x)zg(f(x))

Proposition 2.6.
Soient f: Dy — R et g: Dy — R deux fonctions telles que f (Dy) C D,

(1) Si f et g ont la méme monotonie , alors go f est croissante sur Dy.
(13) Si f et g ont des monotonies contraires , alors g o f est décroissante sur Dy.

M.Boukhobza Sup PTSI B - St Joseph Toulouse



2 Généralités sur les fonctions de R vers R 9

2.5 Parité, imparité, périodicité.

Soient f une fonction définie sur un ensemble D.

Définitions 2.4. (Fonctions paires, impaires.)
— On dit que f est paire lorsque :
— D est symétrique par rapport a 0.
— pour tout x € D, f(—x) = f(z).
— On dit que [ est impaire lorsque :
— D est symétrique par rapport a 0.
— pour tout x € D, f(—z) = —f(x).

Proposition 2.7. (Interprétation graphique)

(i) f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'aze des
ordonnées .
(13) f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a lorigine.

) Y

A

/I

Exemples 2.4.
1. La fonction définie sur R par x — x° est paire.
2. La fonction définie sur R par x — sinx est impaire.

3. La fonction cos : R — R est paire.

Définition 2.5. (Périodicité.)

Soit T € RY.. On dit que f est une fonction T-périodique lorsque :
— pour tout x € D, x+T € I.
— pour tout x € D, f(x +T) = f(x).

8
+eo-----2
=

A 4
Yrocooos

Proposition 2.8. Interprétation graphique
La fonction f est perwdzque de période T si et seulement si son graphe est invariant par la
translation de vecteur Tz ot 7 est le premier vecteur de coordonnées.
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Exemple 2.5. Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques. La fonction tangente est m-
périodique.

2.6 Bijections

2.6.1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définitions 2.5. (injection, surjection, bijection)
Soit f : E — F une fonction, ot E et F sont des parties de R.
(i) f est injective si :

Ve, ' € E f(z) = f(z') = z=1;

(13) f est surjective si :
Vye F Jz e E y= f(z);

(7i1) f est bijective si : f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si

Vye F 3z e E y= f(z).

Proposition 2.9.

Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application g : FF — E

telle que go f = Idg et f og = Idp. La fonction g est la bijection réciproque de f et se
note f~ 1.

Remarques.

1. L’application identité, Idg : E — E est définie par x — x.

2. Dans un repére orthonormé les graphes des fonctions f et f~' sont symétriques par rapport
a la premiére bissectrice.
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2 Généralités sur les fonctions de R vers R 11

Proposition 2.10. (Fonctions monotones et injections)
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est strictement monotone
sur I, alors f est injective sur I.
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