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Chapitre 8

Equations différentielles linéaires

Dans ce chapitre K désigne R ou C.

1 Equations différentielles linéaires du 1°* ordre

1.1 Généralités

Définitions 1.1 (Equations différentielles linéaires du 1¢* ordre).

(i) L’équation différentielle :

y' +a(z)y =bx) (£)

ol a et b sont des fonctions continues de R dans K, est appelée équation diffeé-
rentielle linéaire du premier ordre.

(i3) On appelle solution de (€) sur un intervalle I de R toute fonction f de K! dérivable
sur I telle que :

Vo eI, f'(z) + alz)f(x) = b(z).

Remarques.

1. Si le cas suivant a(z)y’ + B(x)y = v(x) se présente, on se place sur un intervalle I tel
que a(x) # 0 pour tout x € I. La division par « permet de retrouver la forme résolue

Y +a(x)y = b(x)
2. On notera Sg ensemble des solutions de (£).

3. Le cas particulier c =0, (H) :y' + a(x)y =0, est appelée équation homogéne.

Dans la suite on supposera que a et b sont des fonctions continues sur 1.

1.2 Structure des solutions

Théoréme 1.1 (Forme générale d’une solution de (#)).
Soit ’équation homogéne (H) : y' + a(x)y = 0 et I un intervalle ou la fonction a ne
s’annule pas, alors l’ensemble des solutions de (H) est :

Sy = {f:I%K,f(x):Ce_f“(I)dx avec CEK}.

Exemples 1.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
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1.y +y=0; 2.9y +ay=0; 3. (x =1y +ay=0.

Théoréme 1.2 (Forme générale d’une solution de (£)).
La solution générale de l’équation différentielle linéaire (£) : y' + a(x)y = b(x) est la
somme d’une solution particuliere de (£) et de la solution générale de (H).

1.3 Recherche de solutions particuliéres de (£) : ' + a(x)y = b(x)
1.3.1 Solution particuliére évidente

Dans certains cas, I’équation différentielle (£) admet une solution particuliére simple a trouver,
par exemple une fonction constante ou une autre forme particuliére.

Exemples 1.2. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y —y=1; 2.y —y=2x—2°; 8 (x—1)y +ay=a>—1.

1.3.2 Meéthode de la variation de la constante

Lorsqu’il n’apparait aucune solution évidente, on dispose d’une méthode systématique pour
trouver une solution particuliére.
Soit A une solution de I’équation homogene associée. On cherche une solution de (£) sous la forme
f =z x h ou z est une fonction dérivable sur I.
La dérivée de f donne, f' = 2’ x h+ 2z x h’ et en remplagant cette expression dans (€) et en tenant
compte que h est solution de (£), on obtient :

(Z’h+z2h') +a(zh) =b < Z’h=b < z:/%

Exemples 1.3. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y =3y+ (322 +1)e*; 2. (x—1)y 4+ zy =sinz.

1.3.3 Superposition des solutions :

Proposition 1.1 (Superposition des solutions).
n

Lorsque b(x) = Zbk(x), on cherche une solution particuliére fi, de ' + a(x)y = by(z),
k=1

n
une solution particuliére de (£) est alors f = ka.
k=1

Exemple 1.4. Résoudre équation v’ —y =1 — 2> +e® .

1.4 Probléme de Cauchy

Proposition 1.2 (Existence et unicité de la solution).

Soit y' + a(x)y = b(x) une équation différentielle linéaire du premier ordre, ot a,b: I — K
sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I. Alors, pour tout xo € I et pour
tout yo € K, il existe une et une seule solution y telle que y(xo) = yo.
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2 Equations différentielles linéaires scalaires du 274 ordre 3

Exemple 1.5. Résoudre l’équation y' = 3y + 3 avec la condition y(0) = 2.

-\@'-Méthode
Pour résoudre une équation différentielle du type a(z)y’ + B(z)y = ()

1. On se place sur un intervalle I ou « ne s’annule pas, et on divise par «(x) pour se
ramener & une équation (€) de la forme y' + a(z)y = b(z).

2. On résout l’équation homogeéne associée, dont la solution générale est :
Yo : z — Ce? avec A = —/a(a:)dx.

3. On cherche une solution particuliére yp évidente si cela est possible (cas ou les co-
efficients sont constants) sinon on cherche yp par la méthode de variation de la
constante.

N

. La solution générale de (€) est la somme yo + y,.

5. On cherche la solution unique de () si une condition initiale est donnée.

2 Equations différentielles linéaires scalaires du 2°¢ ordre

2.1 Généralités

Définitions 2.1 (Equations différentielles linéaires du 2°¢ ordre).

(i) L’équation différentielle :

y' +ay +by=c(z) (€)

ot a,b € K et c est une fonction continue de R dans K, est appelée équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.

(i) On appelle solution de (£) sur un intervalle I de R toute fonction f de K' deuz
fois dérivable sur I telle que :

Vo € I, f'(z) + af' (@) + bf(z) = o(x).

Remarques.

1. On notera Sg l’ensemble des solutions de (£ ).

2. Le cas particulier c =0, (H) :y" +ay’ + by =0, est appelée équation homogéne.

2.2 Structure des solutions

Théoréme 2.1 (Forme générale d’une solution de (&)).
La solution générale de l'équation différentielle linéaire (£) : y" +ay +by = c(x) est
la somme d’une solution particuliére de (€) et de la solution générale de (H).

Définition 2.1 (Equation caractéristique).
L’équation r* + ar + b = 0 est appelée équation caractéristique de (H).
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4 Equations différentielles linéaires

Théoréme 2.2 (Résolution de (H) dans C ).
Soit (a,b) € C.

(1) Si Uégquation caractéristique admet deuz solutions distinctes v et s alors :
Su={f R—C,f(z)=Ae""+Be*, (A,B) € C*};
(13) si léquation caractéristique admet une solution double r alors :

Sy={f:R—>C,f(z)=(Az+ B)e'", (A,B) € C*}.

Exemple 2.1. Résoudre dans C l’équation "' —y' + (1 +1i)y =0 .

Théoréme 2.3 (Résolution de (#) dans R ).
Soit (a,b) € R?.

(1) Si équation caractéristique admet deux solutions distinctes r et s alors :
Su={f R—R, f(x)=Ae""+Be*, (4,B) e R*};

(ii) si léquation caractéristique admet une solution double r alors :
Su={f:R-R,f(z)=(Az+ B)e"™", (A,B) ERQ};

(#4i) si léquation caractéristique n’admet pas de solution réelle, alors elle posséde deux
solutions dans C : r=a+ibets=7T=a—ib et on a :

Sy ={f:R—R, f(z) = (Acos(bz) + Bsin(bz)) e**, (A, B) € R*}.

Exemples 2.2. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
Y +4y +3y=0,y"+y +y=0ety’ +2y +y=0.

2.3 Recherche de solutions particuliéres de (£) : vy’ + ay’ + by = c(x)

2.3.1 Etude du cas : ¢(z) = P(z) ot P est un polynéme de degré n

Proposition 2.1 (Cas d’un polynéme de degré n).
Soit (£) : y" + ay’ + by = P avec P polynéme de degré n,
(i) sib#0, (£) admet une solution particuliére qui est un polynéme de degré n ;
(i) sib=0 et a #0, (£) admet une solution particuliére qui est un polynome de degré
n+1;
(t5i) sib=a =0, (£) admet une solution particuliére qui est un polynome de degré n+2.

Exemples 2.3. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
'y =2y =222 32+ 1,y + 2 =322 ety = 2® + x.
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2 Equations différentielles linéaires scalaires du 274 ordre 5

2.3.2 FEtude du cas : ¢(z) = P(z)e™ ot P est un polynéme de degré n et m € C

Proposition 2.2 (Cas ou ¢(z) = P(x)e™*).
Soit () : y" +ay’ + by = P(x)e™ avec P polynéme de degré n et m € C.

(i) si m n'est pas solution de l’équation caractéristique, (£) admet une solution parti-
culiére de la forme :

f(z) =™ xQ(x) avec Q@ wun polynéme de degré n;

(73) sim est une racine simple de de ’équation caractéristique, (€) admet une solution
particuliéere de la forme :

f(z) =e™* xQ(z) avec Q un polynome de degré n + 1;

(#3i) si m est une racine double de de I’équation caractéristique, (£) admet une solution
particuliere de la forme :

f(z) =™ xQ(x) avec Q un polynome de degré n + 2.

Remarque. On peut aussi poser y = ze™" et se ramener a la proposition (2.1).

Proposition 2.3 (Cas ou ¢(z) = Acos (mz) ou c(x) = Asin (mzx)).
Soit () : y" +ay + by = Acos(mx) (resp y"' + ay’ + by = Asin (mx)) avec A € R et
m € R.

(1) si (i x m) nest pas solution de l’équation caractéristique, (£) admet une solution
particuliere de la forme :

f(z) = Cy cos (mzx) + Cy sin (ma) avec (Cy,Cs) € R?;

(79) si (1 x m) est une racine de I’équation caractéristique, (£) admet une solution par-
ticuliére de la forme :

f(x) = (Cix 4+ D1) cos (mzx) 4+ (Cox + Ds) sin (ma) avec (C1,Cs, D1, Ds) € R%.

Exemples 2.4. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
Yy +y=aze", y' +y=cosz ety +2y +y=e"".

2.4 Probléme de Cauchy

Proposition 2.4 (Existence et unicité de la solution).
Soient To € R,yo € K et zo € K donnés, l’équation (€) : y"' +ay’ +by = c(x) admet une
unique solution f vérifiant f(xo) = yo et f'(x0) = 2.

Exemple 2.5. Résoudre ’équation iy’ + 9y = 2* + 1 avec condition y(0) = 0,4’ (0) = 0.
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6 Equations différentielles linéaires

-@'—Méthode
Pour résoudre une équation différentielle linéaire du type y” + ay’ + by = c(x)

1. On résout I’équation homogene associée, dont la solution générale dépend de la réso-
lution de son équation caractéristique 72 4+ ar + b = 0 dans K.

2. On cherche une solution particuliére de 1’équation différentielle avec second membre
avec I'une des méthodes vues dans ce chapitre

3. La solution général de (€) est la somme yo + yp.

=~

On cherche la solution unique de (€) si des conditions initiales sont données.
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