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Correction du DM n° 2

1) 1a.

1b.

Exercice 1

l’assertion :
Veel-1,1], Jye]l-1,1, y<z

signifie que l'intervalle | — 1, 1] n’est pas minoré, cette proposition est vraie. En effet, pour tout = €] — 1,1], le

-1
réel y = Y vérifie y €] — 1,1] et y < .

La négation de ’assertion est :
Jrel-1,1],Vye]l-1L1,y=>x
qui signifie que | — 1,1] est minorée par x, cette assertion est bien entendu fausse.
La proposition :
Ve,yeN,(z<y) = (x+1<y)
est vraie et elle signifie que si un entier naturel x est plus petit q’un autre entier, alors le successeur de x est au

plus égal & cet entier.

3
L’assertion devient fausse si I’on remplace N par R, il suffit de prendre z = l et y = ok onaz < ymaisz+1>y.

La négation de ’assertion est :
I,yeR,(x<y) et (z+1>y).

2) Exprimer les assertions suivantes en langage mathématique et les justifier :

2a.

2b.

1) 1a.

1b.

1c.
1d.

La fonction inverse n’est pas minorée sur | — 1;0[ se traduit par :

Vm e R, 3z €] - 1,0], f(z) <m.

1 1
En effet, il suffit de choisir z € ]—H, 0[0 ] — 1;0[ et par comparaison on obtient — < m.
m xr

La fonction x — sin(2z) est m-périodique se traduit par :

Vo € R, sin(2(x + 7)) = sin(2x).

Exercice 2

Montrons que ANB=ANC = ANB=ANC:

Vi€ ANB <= z€Aet x€B <= z€Aet 1¢ B < z€Aet t¢ ANB
— zc€det ¢ ANC < z€Aet 1¢C — x€Aet z€C
— ze€AnC.
On vient de prouver donc que ANB=ANC = ANB=AnC.
Pour montrer la réciproque, il suffit de remplacer B par B et C par C, d’ou I’équivalence.
A\B=A\C ANB=ANnC
B\A=C\A BNA=CnA
D’apres la question précédente, on en déduit de la premiére égalité que AN B =ANC.
D’autre part B=(BNA)U (BNA) et C=(CNA)U(CNA), douB=C.
Ona AAB = (ANB)U(BNA)et AAB=(ANB)U(BNA)=(ANB)U(BNA) don I'égalité.
OnaAN(B\C)=AN(BNC) et

(ANB)\(ANC) = (AnB)N(ANC)=(ANB)N(AUC)
= (AnB)NA)u((AnB)NC)=2U(ANBNC)
= An(BnOQ)

dott AN(B\C)=(ANB)\ (ANC).
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2) On considére 'application  f: [l;4+00] — [—2;+00]
r — 22-2r-1

2a. Soit y € [—2; +o0[, = est un antécédent de y par f si f(x) =y.

JreR, flz)=y <= cR z?-22-1=y
< JreR, 2?22 (1+y)=0(x)
= A=4(1+1+y)?* =0

En conclusion, si y € [—2;+00[, les racines de (¥) sont 1 = 1+ /1+ (1+y)2 et 22 =1 —/1+(1+y)2
Comme 1z € [1;+00[ et x5 ¢ [1;+00], alors 1 est 'unique antécédent de y par f.

2b. Par définition, f est donc bijective, et f~1: [-2;+0c0] — [1;+0o0]

x — 141+ (1+2x)?

Exercice 3

1) Inéquation (l.a) : vV +2>21—=z
— Le domaine d’étude est [—2; +o0].

Attention & ne pas « passer au carré », la fonction carré n’est pas croissante sur R!

— 1cas:z>1 <= 1 -z <0.
Comme \f est a valeurs dans R4 alors tout = > 1 est solution de (1.a).
Ou encore : 'ensemble des solutions de ce cas est : [1; +00].
— 28mecas . p 1= x+1=>0.
Les deux membres de I'inéquation sont positifs donc, comme la fonction carré est bijective et croissante sur
R+ :
(la) <= z+4+2>(1—1x)?
— 2*-3z-1<0

On résout alors facilement 'inéquation et on obtient : [3’2 ;7

L’ensemble des solutions est | S = [1; +oo[U [3*2@, 1} = {37§/E; +oo[ .

2) Inéquation (1.0) : |1 — ac| 2]z —3
— Domaine d’étude :

T —00 0 1 400

11— z| l-—z l-—z 0 14

|| —x 0 x x

1—2| <2z -3 l-2<-22-3 1—-2<2z—-3 —-1+2<2x—-3

— 1" cas : x €] — o0; 0]
(1b) «— 1—-2<-2x-3
— <-4
En tenant compte du domaine d’étude de ce cas, I’ensemble des solutions est | — oo; —4].
— 28me cag : gz € [0; 1]
(1b) <<= 1—2x<2x—-3
On vérifie que ces solutions ne sont pas dans [0; 1]. Dans ce cas, I’ensemble des solutions est vide.
— 3¥mecag:x € [1; +oof
(1b) < —l+z<2zr-3
<= x =2
On vérifie que ces solutions sont dans [1; +o0o[. Dans ce cas, 'ensemble des solutions est [2; +oo].

L’ensemble des solutions est ’] —00; —4] U [2; 400 ‘

3) Equation (1.c): vz ++vVz+1=2a (a €R)

— Le domaine d’étude est [0; +ool.

— 1°* cas: a < 0.
Pour tout > 0, vz +1 > 1 donc v/z++x +1 > 1. Comme a < 0, alors il n’ y a pas de solutions dans ce cas.
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— 2®8me cas :a > 0.
Les deux membres de I’équation sont positifs donc, comme la fonction carré est bijective de Ry dans R :
(le) <= z+(@+1)+2vVa2+a=a?
= 2/rl+zr=a’-22-1

a?—1

— 2 +x=
271 271
¢ <Oetd0nca

2

— X.

e Sia €]0;1] —x < 0. Par conséquent, il n’ y a pas de solution dans ce cas.

-1
e Sia € [1;+o0], alors a4 > 0.

a2 -1 a?—1

— Siz > — 2 < 0.1l n’ y a pas non plus de solution dans ce cas.

27 a2
, alors

. a . .
— Siz < —x > 0 et dans ce cas par passage aux carrés, on obtient :

271 2 271 2
12+x<a2 x) <= x2+1’(a2 ) +m2*(a271):1:

a2—12
<— =
= (%)

2
-1
. Vérifions si cette solution est dans le segment {O; a }

2

o’ 1 2€0a2_1 — o’ 1 2<a2_1<=>a2_1<1<:> 24120
. < < a >
2a 9 2a 2 2a?

ce qui est toujours vrai.
2

2
a .
Ainsi, la seule solution de I’équation (1.c) est < ) si @ > 1, autrement il n’ y a pas de solution.

1) Résoudre dans R :

la. Vo +2>21—=x 1b. |1 —z| < 2|z| -3 le. Vz++vVz+1=a (a €R)

2) Calculons

n—1 n
; 7 z::() 7 0 n

= 2"PH((241)" —1-2") =2 x (6" —4" —2"),

n—1

_ n+1\,. o~ (nt+1\,;
b ,;)(k+1)2 b‘—k+1l;< J )2
u 1 s, 1 1 1
=y (e (BT ) () G
= i o 7 0 n+1
3l -1
= 2@+ m1 -2t = o

Fin du corrigé
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