Colle PCSI CORRECTIONS SEMAINE 16 2013-2014

EXERCICE 1 :

Non encore corrigé.

EXERCICE 2 :

Non encore corrigé.

EXERCICE 3 :

Soit x et y deux réels tels que x +y = 1 et soit A et B deux matrices de M2 (R) telles que :

Yy y -y
1. AB = 02 et BA = 02.

2. Soit, pour tout entier naturel n € N*| la propriété P(n) : A™ = A.
Initialisation : n = 1 et A! = A donc P(1) est vraie.

Hérédité : Démontrons que pour tout n € N* P(n) vraie implique P(n + 1) vraie.
P(n)estvraie & A" = A
S AxA"=AxA
o AT = A
e A =4
enetr (3 0) (5 0) = (500 ) = (S ST (0 ) —dcaraty -1
vy v oy zy+y? ay+y? y+y) yle+y) vy '

donc P(n + 1) est vraie.

Ainsi pour tout entier naturel n € N*, = A™ = A . On démontre de méme que B™ = B.

3. Soit la matrice M = (1 gp 1 g q) ou p et g sont des réels tels que p — q # 1.
_ _ a+(P=9)(1-p)
(a) A+(p—q)B = zt+(p—qy z(l-p+q) _ 1_1_?7(+q_ | q _ p q - M
y(l—p+q) y+(p_q)$ M 1—q numé. dével. 1_17 1_q
ptq facto. simpl.
avecx:Léx(lquLq):q et yzliip@y(lquLq):lfp.
1-p+q 1-p+q

(b) Soit, pour tout entier naturel n € N* la propriété P(n): M™ = A+ (p — q)"B.
Initialisation : n=1et A+ (p — ¢)B = M (cf. 3.a) donc P(1) est vraie.

Hérédité : Démontrons que pour tout n € N* P(n) vraie implique P(n + 1) vraie.
P(n)estvraie & M" = A+ (p—q)"B
=MxM"=MA+(p—q)"B)
&M =MA+ (p—q)"MB
eM™T=A+(p-a)"(p-0B
S MM =A+(p-q""'B
eneffet MA=(A+ (p—q)B)A=A?+(p—q)BA=A+ (p—q)02 = A (cf. 1. et 2.);

et MB=(A+(p—qB) B=AB+ (p—q)B>=02+ (p—q)B = (p—q)B (cf. 1. et 2.).
donc P(n+ 1) est vraie.

Ainsi pour tout entier naturel n € N*, | M"™ = A+ (p— q)"B .
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() -1<p—qg<1,(p—q)" ST 0 donc le coeffcients de la matrice M™ tendent vers ceux de A. (compte-tenu

des propriétés opératoires sur les matrices)

EXERCICE 4 :

Non encore corrigé.

EXERCICE 5 :

Non encore corrigé.

EXERCICE 6 :

Soit w une racine niéme de 'unité différente de 1. On pose

n—1
S=Y (k+ 1w
k=0
n—1 n—1 n—1
1-wS=01-w)) k+D* =) (k+1)* —wZ(kz—i—l)wk
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
= (k+ Dk = (k+ 1wkt
k=0 k=0
n—1 n
= Z(k + 1wk — Zkzwk
k=0 k=1
n—1 n n—1
= kw® — kw® + wk
k=0 k=1 k=0
=—nw"4+0 (W'=1)
n_1 L1—w"
I+w+...+w" " = o =0)
On obtient donc : S = 1in w#1

EXERCICE 7 :

27/5 on sait que 1+ z + 22 + 2% + 2% = 0, donc en prenant la partie réelle, on obtient :

2 4
1+ 2cos (g) + 2 cos (?ﬂ) =0

27
On pose, r = cos (?) et en utilisant cos(2x) = 2 cos?(z) — 1, on obtient 'équation

Soit z = e

42 +2r—1=0
V5 —1

T
1= 5—+5

T
5 = 3 et comme sin (g) > 0, on obtient ’expression cherchée

ain (2) = 222

On obtient comme solution, puisque r >0 , r =

1 — 2sin?(z) = cos(2x) donc sin? (%)
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