PCSI, Espaces Vectoriels Fiche 16

Sous-espaces vectoriels

Exercice 1 Dans R3, on considére V; = (=1,1,-1) , Vo = (1,2,4) , V3 = (3,—1,a) et V4 = (2,3,b) ot (a,b) € R . Soit
F = Vect(V1,Va) et G = Vect(Vs,Vy), on veut déterminer a et b pour que F = G. En écrivant que V3 € F, trouver a et
exprimer V3 comme combinaison linéaire de Vi et V. Faire de méme avec Vy et conclure.

Exercice 2 Soit E = R* et Fy = {(v,y,2,t) €ER*, 2+ 2y — 2+t =0}, F5 = {(z,y,2,t) ER* 2 +2y=2—t =0},
F3 = {(z,y,2,t) € R* = =y = z = —t}. Déterminer pour chaque i € {1,2,3}, une famille de vecteurs qui engendre F;.
Déterminer Fy N Fy, Fy N Fy, Fa N\ F3. Montrer que Fy + Fo = R* | Fy + F3 =R* Iy + F3 = {(z,9,2,t) € R*, I, B,7) €
Rgax: —20é+’7, y:a+77 Z:ﬁ+77t:_2a_7}'

Exercice 3 Soit F' = {u ERNY, Vn €N, upio=tpi1 + 2un}, montrer que F est un plan vectoriel (i.e. est engendré par
deuz vecteurs non colinéaires).

Exercice 4 Soit F = {u RN, VneN, Upt2 = Upt1 + 2un} et G = {u RN, VneN, Upt2 = DUpy1 + 6un} .
1. Montrer que F et G sont des plans vectoriels.
2. Montrer que F'N\ G est une droite vectorielle.
Exercice 5 Soit F = {u eERY, Vn €N, Upio = Upy1 + Sun} et G = {u eRY, VneN, uyq0 =2upyt + Qun}
1. Montrer que F et G sont des plans vectoriels.
2. Montrer que si uw € F NG, alors u est constante. En déduire F NG.
Exercice 6 Soit E un K-ev, F' et G deux sous ev de E. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(1) FUG est un sous ev de E
(i) FUG=F+G
(W) FCGouGCF

Exercice 7 Soit E un ev et Vi, Va et V3 trois sous ev de E. Montrer que (Vi NV3)+ (VanVz) C (Vi + Vo) N V3 prouver, par
un contre exemple, que linclusion est stricte en général.

Exercice 8 Soit E un espace vectoriel et F,G et H trois sous ev de E vérifiant : FNG=FNH , F+G=F+H et
G C H. Montrer que G = H.

Sommes directes

Exercice 9 Soit E =Ry [X], on note F ={P € E, P(1) =0} et pour « € R fizé, G, = Vect (X — ). Pour quelles valeurs
de a a-t-on F & G, = E.

Exercice 10 Soit E=RF, F={f € E, f(1))=0} etG={f € E, 3a €R, Vx € R, f () = ax}. Montrer que F et G sont
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Exercice 11 Soit E un K —ev, on considére trois sous-espaces vectoriels F, G et H tels que F+H =G+ H, FNH =GNH
et F C G. Montrer que F' = G.

Exercice 12 Soit E un K — ev, on considére quatre sous-espaces vectoriels F,G,H et K tels que E = F &G = H & K,
FCHetGCK. Montrer que F=H et G=K.

Famille libres, liées, bases

Exercice 13 Dans R2, les familles suivantes sont-elles liées ou libres ?

F=(2.v T =(1,2), —(2,3)
= E’,? @ = (2m,3 —m), ? (6+m,dm —6) ouméeR
- 7,?,?) T =(1,-2), T = (3,6), T = (8,—4)
F= 7,?) @ = (cosa,sina) b = (cos 2, sin 2av)
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Exercice 14 Dans R3, les familles suivantes sont-elles libres ou liées ? Dans le dernier cas, donner une relation de dépen-
dance.

F=(a.7,¢ T =01,21, b=(0,-13), <€=(0,3,-1)
F=(a,b,¢ @ =(01,-1,1), b=(101), <=(0,1,0)
F=(a,b,¢ 7 =(0,1,00, b =(L2 1) = =(0,3,0)
—(@,v,2,d T=(1,3,2), b=(3,-21) T=(000), d=(-21-1)
— (3, 0,¢.d T =01,11, b=01,41, <T=(1,56), d=(011)
F= E’,?,?) @ =(m1,1), ©b=(ml), <T=(,1,m oumeR

F= E’,?) @ =(1,2-1,2), b =(1,32-6)
=(@.0,¢.d)  @=(1,001), b=(0110, ¢=(1,010, d=(1,-11,-1)
F=(@,9,7,d)  d=01L-1m), b=(m113), @=(0101), d=(1,-11,m)
Exercice 16 Soient ?, 7 et k& trois vecteurs d'un espace vectoriel E. On définit @ = i —7, b= 7 KeaT=k-7.
—
Montrer que la famille (?, b ,?) est lice.

Exercice 17 Dans R*, soient v1 = (=3,—2,—1,3) , vo = (1,0,2,4) , vg = (1, =3, \, 1) ot (\, ) sont des réels. Trouver X
et p pour que ces trois vecteurs soient liés.

Exercice 18 On se place dans E = R® = F (R,R), les familles suivantes sont-elles libres ?

(f,g,h) avec pour x e R f(x) =sinz, g¢(z)=cosz, h(z)=1
(f,g,h) avec pour x € R f(z) =sin’z, g (x)=cos’z, h(z)=1
(f,g,h) avec pour x e R f(x) =cosz, g(x)=cos2z, h(z)=1
(f,g,h) avec pour v € R f(x) =cos’z, g¢(x)= cos2z, h(z)=1
(f,g,h) avec pour x € R f(z) =sinz, g(z)=sin(x+1), h(z)=sin(z+2)
(f,9,h) avec pour z € R f(z) =sinz, g (z)=sin (2?), h(x) = sin (z%)
Exercice 19 Montrer que les applications f : x — |z|, g:x+—— |x — 1| et h: © — |z + 1| forment une famille libre dans

RR.

Exercice 20 Dans E = R3, soit F = {(z,y,2), 22 —y+ 2z =0}, justifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En
donner une base. Pour quelle valeur de m, le vecteur @ = (1,m, 1) est-il dans F ¢ Donner alors ses coordonnées dans la
base que vous avez choisi.

Exercice 21 Soit B = ( T,7, k) une base de R3, justifier que < +J,5+ k, k + z) est une base de R3.
Jr

— — — —
Exercice 22 Soit B = <z ., k’) une base de R3, la famille < + 7+ k,
R3 ¢

— ?) est-elle une base de

Exercice 23 Soit w = (1,2,—1) et v = (—1,2,1), compléter la famille (W, V) en une base de R>.

Exercice 24 Les vecteurs a = (1,1,1), T = (1,—1,0) et € = (2,1,3) forment-ils une base de R® ? Si oui donner les
coordonnées de U = (x,y,2) dans cette base en fonction de x,y et z.

Exercice 25 Montrer que, dans R3, (E’,?,?) ot @ = (m,1,—m), b = (1,2m,m) et ¢ = (2,2, —1) est une base pour

tout m € R. Donner les coordonnées du vecteurs u = (x,y,2) dans cette base en fonction de x,y et z.

Exercice 26 Dans R*, soit F = {(z,y,2,t) € R,z +y = 2+t = 0}, donner une base de F ainsi que les coordonnés de
a=(2,—-2,—1,1) dans cette base.
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Exercice 27 Donner une base de F = {f € R® solution de y" — 3y’ + 3y =0} .
Exercice 28 Donner une base de F = {u € RN, Vn € N, tn 42 — tni1 +up =0} .

Exercice 29 Soit E un espace vectoriel et (eq, e, e3) une base de E. Montrer que (e, es + 2e3,2es + e3) est une base de E.
Quels sont les vecteurs ayant méme coordonnées dans les deux bases ?

Exercice 30 Dans Ry [X], la famille F ={Q1,Q2,Q3} ot Q1 = X2+ 1, Q2 =3X? - X +3 et Q3 = X2 — X +1 est-elle
une base ? Si out donner les coordonnées des vecteurs de la base canonique dans cette nouvelle base.

Exercice 31 Dans E = F(R,R), on considére fi : x — ek pour k € {0,---n}. Montrer que la famille (fi)1<i<n est libre.
Méme question avec gy : & — sin® ().

Exercice 32 Dans E = R®, on considére pour k € N, fy : x — |z — k|. Montrer que la famille (fo,--- , f) est libre.

Exercice 33
s
1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls, calculer I, ; = / sin (pt) sin (gt) dt.
0

2. Pour k € N, on définit la fonction fy, par fi (x) = sin (kx). Montrer que la famille (f1,---, fn) est libre.pour n € N*.
Que dire de la famille (fo, -+, fn) ¢ Que pensez-vous de la famille (go, - ,gn) ot g (x) = cos (kx) ¢

Exercice 34 Dans E = F(R,R), on considére fy :  — e pour k € {0,---n}. Montrer que la famille (f;)1<i<n est libre.
Méme question avec g : & — sin® ().

Exercice 35 Dans E = R®, on considére pour k € N, fy : & — |z — k|. Montrer que la famille (fo,--- , f,) est libre.

Exercice 36
™
1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls, calculer I, 4 = / sin (pt) sin (qt) dt.
0

2. Pour k € N, on définit la fonction fi par fi (x) = sin (kx). Montrer que la famille (f1,--- , fn) est libre.pour n € N*.
Que dire de la famille (fo,-- -, fn) ¢ Que pensez-vous de la famille (go, - ,gn) ot g (x) = cos (kx) ¢
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