PCSI,

Calcul de primitives Fiche 4

Exercice 1

Exercice 2

Exercice 3

Exercice 4

Exercice 5

Exercice 6

Exercice 7

F' (z).

Exercice 8

Primitives (calcul direct ou reconnaitre f’ x ¢’ o f)

Calculer une primitive de f (x) lorsque f (z) =
1 1 1 1 1
OQz*+22+5 @ —+-— @ Ve-— @ = +—=
2z R AV
® ¥ e 3% (6 32 @ e Sln( x) €2 (4 + cos (1))

Calculer une primitive de f (x) lorsque f (z) =

1 1 1
3x§5 ®CL’2 +12x+1 ®x2—51)x+6 @x2—11
@4x2+9 @xz—x—i-l ®x2+2x+3 x2+6x+10

Calculer une primitive de f (x) lorsque f (z) =

2 x sin (In x) sin x
D we ®\/1—x2 ® :f @1+2cosx
e’ 1 1—-Inz T
® 2+ e” @xlnx @ x 1+x4
44222 -1 b
Calculer /md:ﬂ (trouver a et b réels tels que zzt Sxx e xi 1 + o 2).

22 2 a bxr + ¢
4 t =
Calculer /—(x T2 1)dx (trouver a, b, c réels tels que CED I T + 21

).
Théoréme fondamental du calcul intégral

Préciser le domaine de définition, de dérivabilité et la dérivée des fonctions définies par

®/2t‘” ®/m @/ v @/Zd—t—
oL o & o[ i o M,

sin x 1+ t2

2x _—t2
Soit F' (z) = / 1e+ tdt' Préiciser le domaine de définition de F', le domaine de dérivabilité et ’expression de
T

1
= arctant
Soit F (z) = / arctan dt, quel est le domaine de définition de F' 7 Calculer F' (x) et en déduire F.

sin®

Exercice 9 Etudier la fonction f définie par f (z) = / arccos (V) dt + / arcsin (v/t) dt.
0

Exercice 10 Soit f : [0,1] — R continue, on définit F : [0,1] — R par F (z / min (x,t) f (t) dt.

1. Montrer que F est C? sur [0,1] et calculer F" (x).

2. En déduire que pour x € [0,1], F / (/ ft dt> du.

Intégration par parties

1 1 1
Exercice 11 Calculer @/ zetdx, @ / In(1+x)dz et @ / 2zIn (1 + z) dz.
0 0 0

Exercice 12 Calculer les primitives de @ f(z) = (z+1)e ™, @ f(z) = (> +1)e”, @ f () =z cos (x)e™”
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PCSI, Calcul de primitives Fiche 4

e
Exercice 13 Soit u,, = / In" zdz établir une relation de récurrence vérifiée par la suite (“n)neN
1

™
Exercice 14 Soit u, = / x" cosxdx établir une relation de récurrence vérifiée par la suite (up),, o -
0

1
% Exercice 15 On définit, pour tout entier naturel n, l’intégrale I, par I,, = / x"/1 — xdx. Montrer que pour n > 1, I, =
0

om o 2273 (n, + 2)! n!
2n—+3["_1' Calculer Iy, en déduire que I, = (275 T 4)!)

2

Exercice 16 Montrer que Vk > 1, / (2— — t) cos(kt) dt = =X
0 ™

Exercice 17 On définit

I:/ cos* zdx et J:/ sin? zdx
0 0

1. Justifier que I peut s’écrire
vy
I= / cosz (cos — cos zsin® z) dx
0

2. A laide d’une intégration par parties, montrer la relation
4 1
1 :/ sin? zdxr — =.J
0 3

Montrer de méme que
4 1
J = / cos? zdx — =1
0 3

3. Donner les valeurs de I + J et de J — I. En déduire celles de I et de J.

i

2
Exercice 18 Soit I,, = / sin™ zdx, donner une relation de récurrence pour la suite (In)neN'
0

En déduire que (n+ 1) I,111, = g pour n > 0.

. TtIn? (14 42) CE
Exercice 19 C’alculer/ Wdt. En déduw’e/ In“ (cos u) tanu du.
0 0
1

Exercice 20 Soit n € N et k € {0,--- ,n}, on définit I, = (Z)/ (1+2)" 1= :c)k dz ou
—1

n
1. Calculer, a n fixeé, ZInk
k=0

2. A Uaide d’un intégration par parties, montrer que pour n > 1 etk >0, I, = I, p—1.

3. En déduire I, .
b
Exercice 21 Soient (a,b) € R? et (p,q) € N? on définit B(p,q) = / (x —a)P(b—x)%dx
a

1. Montrer que siq >0, B(p,q) = B(p+1,q—1). En déduire B(p, q).

_4
p+1

2. Avec a = —1,b=1,p = q = n quelle égalité sur les coefficients du bindme obtient-on ?
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PCSI, Calcul de primitives Fiche 4

Le changement de variables

Exercice 22 Calculer les intégrales suivantes a l’aide du changement de variable indiqué.

®/ e’dx PR @/ sin 2¢ ———dt, u=cost @/ xidl‘a T =tanu

2+ex’ 1+ cost o (z2+1)3
sinx 2 sinzcosx
sin? (2) cos®(x)dz,t =sinz dx, t = cosx ————dx, t =cosx
@/07r ?(x)da, @/2+cos:c ) @/0 1+ cos?x
@/E dr t ./ tan® zd @/O dz t=t
——— u=tanz an® xdx, u = cosx - ,t=tanx
z cos (r)v2sin2z 0 _x COS (z) (sinx — cosz)

1
2
Exercice 23 Calculer I = / xdx en posant T = COS .
0

2 sinx
o (1+cosx) (14 cosx+sinx)

Exercice 24 dx en posant t = tan g

z b
Exercice 25 Soient a > 0 et b > 0, calculer I = / & ixen posant ux = ab.
x
a

=

4
Exercice 26 Calculer / In (1 +tanz)dz en posant u = § —x. En déduire /
0 0

Yin(1+1)

1+¢2 dt.

1 1 + 1+x
8 x
Exercice 27 Calculer / — v =

dx en posant u = 1/—"'—1;', quel est le signe du résultat obtenu ?
1 x
3

1
z Int
Exercice 28 Pour x > 0, on définit f (x) = /wﬁdt, justifier que f est dérivable, déterminer f' puis f. Retrouver le
T

résultat avec le changement de variable u = 7

. : “ dx .
Exercice 29 Soit a > 0, on pose I (a) = / en posant x = acost, et en posant x = asint calculer I (a).

0 T+ Va2 —z2’

Inx

Exercice 30 Soit a > 0, calculer P
1+ 22

a

dx & laide d’un changement de variable qui laisse globalement les bornes
inchangées (globalement !).

2x
1
et F' définie par F(x) = / ft)dt, a Uaide du changement de variable u = 7 établir,

1
V1+tt x

1
pour x # 0, une relation entre F(x) et F (2_:c> .

Exercice 31 Soit f(t) =

Divers calculs d’intégrales et de primitives

Exercice 32 Calculer les intégrales suivantes :

0 3 fu .4
2 6 5 4 gin®(x)
@) /_3|:c T 2|dx ® /0 vz + ldx @/0 tan®(z)dx @/0 dx

cos?(x)

s

3 sinx 2 cos T

Exercice 33 Calculer I = / ——dr et J = / ——dx (un changement de variable affine montre que
o SInx 4+ cosx 0 SInx 4+ cosx

I =, lequel ?).
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PCSI, Calcul de primitives

Fiche 4

Exercice 34 A l'aide d’IPP calculer les intégrales suivantes
1 e T z
@) / 22 arctan(z)dx @ / zInzdz ® / ——dx
0 1 o cos?(z)

@ ff 23t +1 g4 ® /Oﬁ%\/_l_nx(j)dx ® /; cos(z)In (1 — cos(x)) dz

Exercice 35 Calculer sh(Ina), en déduire sh(In2), sh(In3). Calculer la dérivée de f (t) = %

3 4
1 dx 3 dx
Enfin calculer et _
f /0 (1+22) V1 + 22 3 22V/1+ 22
2

Exercice 36 Déterminer des primitives de f (z) = sin®z, g (z) = sin (2z) cosz et de h (z) = cos® zsin® (z).

= 2 T 2
Exercice 37 On définit 1 :/ (ﬁ) do et J = / (w) dz.
0 sSinx + cosx 0 COS X

1. Calculer J.

en posant x = sht.

sinx+cosx)2 _ 5 1+ sin2x

2. Mont X —.
ontrer que ( T+ cos2e

COosS T

3. A laide du changement de variable u = % — x, montrer que J = 41 et en déduire I.

Exercice 38 FEn vrac, calculer

In(13) e®
) ———dx, t = % e —1
In(5) (3 + e;c) /e — 1 DOES YOUR MATH HOMEWORK LOOK LIKE THIS?
T Y
1—+/z T. Jrsdx = ><
@/ —\/_da:,tzl—ﬁ _,E“\’ :
T |
pow't forget the
@ /arctan %d:ﬁ t = \3/5 DO YOU KEEP FORGETTING THE PLUS C?
)
Ccos T . ()
@ / dr, w=sinx Q
sin x cos 2x
WELL, STRESS NO MORE!
® / shx do. 4 — cha INTRODUCING THE +C STAMP!
3+sh?z €—— EAsLY ATTAcHES
TO ANY KEYCHAIN
OR NECKLACE!

v ,
@/\/_+\/_dx,t:\/§ AWE§©MEQ

RED INK PADS AVAILABLE TO TEACHERS FOR GRADING!

STUDENTS, NEVER LOSE MARKS AGAIN!
SIMPLY CARRY IT WHEREVER YOU

G0 AND ADD C TO EVERYTHING!

DOING AN INDEFINITE INTEGRAL QUESTION?

NO PROBLEM! ADD C TO YOUR ANSWER IN AN INSTANT!

DOING A DEFINITE INTEGRAL QLEESTION?
BETTER ADD C JUST TO BE SAFE!"

*NOT RECOMMENDED

FILLING IN THE TIP LINE AT A RESTALRANT?

WHY NOT GIVE THAT WAITER OR WAITRESS AN EXTRA C7**
“*HIGHLY RECOMMENDED

ucynen ORDER TODAY!
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