Fiche 5

PCSI, Analyse asymptotique

Relations de comparaisons et d’équivalence.

Exercice 1 Pour chaque cas, déterminer quelle fonction croit le plus vite (i.e préciser parmi les deuz fonctions laquelle est
négligeable au point indiqué)

Inz
O — e — en +© @ (nz)* e rln(nz) en +oo
T T
® evT et ¢ en —+o0 @ evinr et 22 en 400
G T et 2" en +ooet0t ® a7 et Inz® en +oo

Exercice 2 Comparer au voisinage de 0 les fonctions x1n (z), In (1 + 2z) et In (1 + 2?).

Exercice 3 Passage a l'exponentielle et au logarithme _
Soient f et g deux fonctions définies sur I, a € R un point de I U {+oo}. Monter que

Loexp(f) ~exp(g) = f-9g —=0

2. Sif~getsigx) — L ou—+oo avec L # 1 alorsIn f(x) ~ Ing(x) (on suppose que ln f et Ing sont définies au

r—a

voisinage de a).

3. Sif(x)x—:jl alors In(f (z)) ~ f(x)—

a—0

4. Applications simples : donner un équivalent de

D T en oo @  evV'tloen 400 ® In(z?+1) en +o0
@ In (ii;) en 2 ® In (cosx) en 0 ©) In(lnz) en 1

Application des équivalents usuels
Exercice 4 Donner un équivalent des fonctions suivantes :

sin(z) In(1 + ) sin(x)(e* — 1)

sh(z)(ch(z) — 1) J

0 0
D x tan(z) " ® cos%x) —1 ® sin(x)(cos(z) — 1)
5% — 1 tan(x) — sin(z) arctan ()
0 0 —_— 0 et
@ 51311(55)2” ® sh (@) en ® —14—:{:—51 en 0 et +oo
1 1 @ Vver
) %eno*‘eten—i—m ﬁoﬂ(a,ﬁ)eRzenOet—i—m ©)) ;T—:x\/s_cenOeten—i—oo

Exercice 5 Donner un équivalent des fonctions suivantes :

1

® cos(x) — tan(z) en g ©) tan(xz) — 1 en x = z ®
2
@ %&I})} eng @ (x2+a$+3) tan (L;) enl @

% Exercice 6 Donner un équivalent des fonctions suivantes :

©) eVt _ evVT en 4 0

1 1
(x4+1)z+1 —zz en + 00 @)

Calculs de limites par les équivalents

Exercice 7 Déterminer les limites suivantes :

. (1 —=cos(x))In(1 + 2?) ) (1 — cos(z)) sin(z) sin(x)
O T tan(a) ® lim Tq(o oy * ) U Y
3* -1 n(cos(2x . ——
@ 200 27 — 1 © ilﬁo In(cos(3x ))1 ® 0113% ch(z) =)
@ lim (in(x))= (%) lim (cos(z)) T @ lim(a®+ 2 - 2) tan (%)
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PCSI, Analyse asymptotique Fiche 5

% Exercice 8 Déterminer les limites suivantes :

. sin(z)” —1 . tan( %) . cos(2z) ) 1
lim ————— lim (tan (Z2 2 lim —~~ lim (2 + cos(z))wnZ=

Etude aux bords

Exercice 9 Ftudier les limites aux bords du domaine de définition de f, lorsque
O f@=@E+)T @ f@)=sn@=F @ f@)=1+In)>F)

Exercice 10 Soit a € R et f, (z) = (2* —az + 1) tan (%)

1. Donner un équivalent de f, en x = 3.

2. Pour quelle valeur de a la fonction est-elle prolongeable par continuité en x = 3 (i.e. admet-elle une limite finie en
x =3). Quelle est alors la valeur que lon doit choisir pour f, (3) afin d’obtenir une fonction continue en © =3 %

% 3. Plus généralement, si P € R[X] est un polynome & coefficients réels, a quelle condition sur P la fonction f(x) =

P (z)tan (%) est-elle prolongeable en x = 3 ? Exprimer alors f (3) en fonction de P’ (3).
Développements limités - calculs

Exercice 11 Somme et produit : Calculer les développements limités o [’ordre indiqué de, au voisinage de 0, de
V14 2z — cos(z)

sin(z)v1 4+ — ze®

ordre 2

@ cos(z) —In(l+z) ordre 8 @ e* —cos(x) ordre 8 ©)

@ cos(x)ch(z) ordre 3 ® e"ln(l+z) ordre 3 ® . ordre 2
In(1 t
) In(l +z) ordre 3 BT ordre 3 @ sin(z)+ 1+ ordre 3
1+22 14 22
Exercice 12 Utilisation des fonctions usuelles : Donner le développement limité en O a ['ordre 2 de :
@ elte ) S;n_(fc) ® sin(Z+2)

V14 2z

@ In(2+x) ® Vv3—-2 ® N

Exercice 13 En un point différent de 0, calcul élémentaires : Donner le développement limité des fonctions suivantes :

1—
@ In(2z) enaz =1, ordre 3 @ sin(rz) enx =% , ordre 2 ® ﬁ enx=—1, ordre 2
@ \1/5?( e)n x =1, ordre 8 ® In(tanx) en x =7, ordre 3 ©® tan 6271 slc (: )%, ordre 3
@) x;licl enx =1, ordre / e0s(2x) en x = g, ordre 8 ©® 1—-z- alcj_lj enx =1, ordre 8

Exercice 14 Un peu de composition et de quotient : Donner les développements limités en O des fonctions f définies par

@D +/cos(x) , ordre 4 ® exp( cos(:c)) , ordre 2 ® cos(sinz) , ordre 4

cos
, ordre 4 ® s ordre2 ©® In(Vi+z+v1—z), ordre?2

1
cos(x)

Exercice 15 Primitivation : Donner un développement limité o 'ordre 4 en 0O de

- _ _ V3t
@ f(z) = arccos (x) @ f(z) = arctan (shz) ® f(z) = arctan (1 i x\/§>
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Utilisation des développements limités

Exercice 16 Calculer les limites suivantes :

. tan(z) . _sin(z) —sh(z) i 2(z+1) —In(z+2)
lim ————— 1 :
@ 2n0 e — cos(z) ® 2= z(cos(z) — ch(z)) @ r oo sin (ﬁ%)
1
. e’ —1)\e -1 . .1\ 22 . T o1
o ()T 0 memd)” e

Exercice 17 Déterminer a et b pour que f admette, au voisinage de 0, une partie principale d’ordre le plus grand possible

lorsque :
1+ ax?

1+ bz®

@ f(z) =sin(z) + ash(z) + btan(x) @ f(z) = cos(z)

Exercice 18 On considére les fonctions suivantes, montrer que l’on peut prolonger par dérivabilité en 0 et placer la courbe
par rapport a sa tangente :

_ In(1 + z) — sin(z) ® flz) = V1+4x —e*

x xre®

® 1) =

ORNIC)

Exercice 19 Ftudier les asymptotes éventuelles de f définie par f (x), ot

2

O f)=-tse
@ f(x) = cos (arctan z) ® f@)=Vvat+tz+l-zva2+1 ® f(2)

IR

B x(e* —1) a2

Exercice 20 FEtudier les branches infinies (limites, asymptotes) de

O fla)=-2 ln(x+1> @ flz) = Va? —ze

r+1 T

Exercice 21 FEtudier complétement la fonction f définie par f(x) = (1=22) . Pour les branches infinies, une étude "a la
main” suffit.

Exercice 22 FEtudier les fonctions suivantes

O f@-"uE  © f@=VTTmTe ® J@)=FE
CL‘S g;e%
O f@-y75 O f-dum(s) O f@)- S
17 2 1+xz 1
O fl@)=aVi o=@ - 0 f@=ren ()

1 T —
Exercice 23 On pose f(z) = —In (e ) pour = non nul, peut-on prolonger f en une fonction de classe C' sur R ?
x x

1 b
Exercice 24 Déterminer a et b pour que f () = — + a + tende vers 0 quand z tend vers 0. Donner alors
x In(l+z) e*—1

un équivalent de f en 0.
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