Chapitre 16

Polynomes
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Dans tout ce chapitre, K désigne un corps inclus dans C.

| ENSEMBLE DES POLYNOMES

1) Définition

4 Définition 16.1
On appelle polynéme a coefficients dans K toute somme de la forme : P = ap+ a1 X +--- + a, X", o1
neN, ap,...,an €K, et ouX est un symbole appelé indéterminée. Les a; sont appelés coefficients du
polynome. Si tous les coefficients sont nuls, on dit que P est Ie polynéme nul. Si tous les coefficients
sont nuls sauf un, le polynéme est appelé monéme. Si tous les coefficients sont nuls a partir de I'indice
1, on dit que le polynéme est constant. L'ensemble des polynémes a coefficients dans K est noté K[X].

Remarque 16.1 — Il est commode de noter les polynomes sous la forme Y. aiX* avec la convention que les
keN

coefficients sont tous nuls a partir d’un certain rang. Ainsi on peut dire que les coefficients d’'un polynome
forment une suite (ay) d'éléments delK, nulle a partir d’'un certain rang.

fg Définition 16.2 (égalité de deux polynomes)

| On pose: Y. arXk = ¥ Xk < VkeN, ai = by (mémes coefficients).
keN keN
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2) Opérations sur les polynémes

SoientP = ¥ aiXFetQ= Z biXF deux polynomes. 11 existe deux entiers N et N’ tels que: n > N =
keN
a,=0,etn>N = b, =0, par consequent si n > max(N,N’), alors a, + b, =0.Si A €K, alors n >N —

Aa, =0.

fg Définition 16.3 (Somme et produit par un scalaire)
Onpose:P+Q = Z (ay+ bk)Xk et pour A €K, on pose A.P = Z )\aka On définit ainsi une addition

interne dans K [X] et un produit par les scalaires.

Propriétés : (K[X], +,.) est un [K-espace vectoriel.

n
Avec les notations précédentes, pour n € N, on pose ¢, = Y. arby,_k, si n >N+ N’ -1, alors il est facile de
k=0
voir que pour toute valeur de k dans [[0; n]}, le produit ab,,_\ est nul, et donc ¢, est nul.

ﬁ Définition 16.4 (Produit de deux polynémes)

On pose P xQ = Y. ¢,X" ot la suite (c,) est définie par : ¢, = Z aib,_r. On définit ainsi une
neN k=0

multiplication interne dans K [X].

n
Remarque 16.2 - On a aussi ¢, = ; ay_iby = p+§=n apby.
Propriétés : on vérifie que cette multiplication :
est commutative,
est associative,
possede un élément neutre qui est le polynéme constant 1.

— est distributive sur 1’addition.

Par conséquent : (K[X], +, x)est un anneau.
On a également: VBQ e K[X],VAeK, A.(PxQ) = (A.P) x Q=P x (A.Q).

(1« . Y
-A retenir

Y a,X"=Y b, X" < VneN,a, =b,.

neN neN

( ) anX”) +( ) an”) = Y (an+bp)X".

neN neN

(Z anX”) x ( Yy an”): Y ( Y apbq)X
neN neN neN\p+tqg=n
Y a,X"eK < Vn>1,a,=0.

L neN y

Il DIVISION EUCLIDIENNE

1) Degré d’un polynéme

Soit P € K[X], si P = 0 alors tous les coefficients de P sont nuls, si P # 0, alors I’ensemble des indices des
coefficients non nuls de P n’est pas vide, et il est majoré (les coefficients sont nuls a partir d'un certain rang),
donc cet ensemble admet un plus grand élément.

g Définition 16.5
Soit P € K[X], si P = 0 alors on pose deg(P) = —oo, sinon on pose deg(P) = max{k e N / a # 0}. Si P est
non nul de degré n, alors le coefficient a,, est appelé coefficient dominant de P, si ce coefficient vaut
1, alors on dit que le polynéme P est unitaire (ou normalisé).
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Remarque 16.3 — Caractérisations du polynéme nul et des polynémes constants non nuls
- P=0 < degP)=-
- PeK* < deg(P) =

©9Théoréme 16.1
| SoientP Qe K[X],deg® + Q) < max(deg(P),deg(Q)), et deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

Preuve : Sil'un des deux polynomes est nul, alors le théoréme est évident. Supposons les deux polyndmes non nuls: P =
Z aX"etQ = Z by X", sian+b, #0alors a, #0ou b, #0,donc n < deg(P) ou n < deg(Q) i.e. n < max(deg(P),deg(Q)),

ce qui prouve le premier résultat.
PxQ=Yc,X"ouc, = Z apbq Posons N = deg(P) et N’ = deg(Q), il est clair que ey = anbn # 0, d’autre
n

part si n > N+ N/, alors si p + g=nonap>Nougqg >N donc a,b, =0 ce qui entraine c, = 0. Par conséquent,
deg(P x Q) = N+ N’ = deg(P) + deg(Q). O

Remarque 16.4 - Lorsque P et Q ont des degrés distincts, ou bien lorsque P et Q ont méme degré mais des
coefficients dominants non opposés, alors deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q)).

@Théoréme 16.2
L'anneau (K[X], +, x) est un anneau intégre, et seuls les polynémes constants non nuls ont un inverse
dans K[X].

Preuve : Si P et Q sont deux polynémes non nuls, alors deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) € N, donc P x Q # 0, ce qui prouve
que K[X] est integre.

Si P est inversible dans K[X], alors il existe un polynéme Q tel que P x Q = 1, d’ou deg(P) + deg(Q) = 0, ce qui
entraine deg(P) = deg(Q) = 0 et donc P € K*. La réciproque est évidente. (Il

Notation : Soit n € N, on note K, [X] '’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égala n :

K,X]={PeK[X]/ deg(P) < n}

2) Algorithme de la division euclidienne

@Théoréme 16.3 (de la division euclidienne)
Soient A et B deux polynémes avec B # 0, alors il existe deux polynémes Q et R uniques tels que :
A=BxQ+R avec deg(R) < deg(B)

Preuve : Pour I'existence : si deg(A) < deg(B), alors on peut prendre Q=0etR=A;sideg(A) =deg(B) =d : soit ayg
le coefficient dominant de A, et b; celui de B, posons Q = d, alors le coefficient dominant de B x Q est a,, donc
deg(A—-B x Q) < d = deg(B), on peut donc prendre R = A - B x Q. Supposons maintenant |'existence démontrée
pour deg(A) < n avec n > d, et soit A de degré n+ 1, notons a,.1 son coefficient dominant, soit Q' = “g—;lX”“‘d,
alors deg(B x Q') = n+1 et le coefficient dominant de B x Q' est a,.1, donc deg(A — B x Q') < n, d’apres I'hypothése
de récurrence, il existe deux polynomes Q" et R tels que A—B x Q' = Bx Q" + R avec deg(R) < deg(B), mais alors
A=Bx (Q'+Q") +R, ce qui prouve I'existence au rang n + 1.
Pour 'unicité : supposons que A=BxQ+R=BxQ'+R avec deg(R) < deg(B) et deg(R’) < deg(B), alors Bx (Q—Q') =
—R, d’ot1 deg(B) + deg(Q — Q") = deg(R’ — R) < deg(B), comme deg(B) > 0, on a nécessairement deg(Q — Q') = —oco =
deg(R' —R), etdoncQ=Q’,R=R. O

Remarque 16.5 - La démonstration est constructive, en ce sens qu’elle donne un algorithme de calcul du
quotient (Q) et du reste (R).

wwExemple : Avec A = X* + aX? + bX + ¢ et B = X2 + X + 1, on obtient le quotient Q = X> —X + a et le reste
=(b-a+1)X+c—a.On peut vérifier que A=Bx (X* - X+a)+ (b—a+1)X+c—a.

3) Divisibilité

fg Définition 16.6
| SoientA,B € K[X], on dit que B divise A lorsqu’il existe un polynome Q tel que A = Q x B, notation B|A.
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Remarque 16.6 — On définit ainsi une relation dans K[X], on peut vérifier que celle - ci est réflexive, transitive,
mais elle n'est ni symétrique, ni antisymétrique. Plus précisément, B|A et A|B ssi il existe A € K* tel que A= AB
(on dit que A et B sont associés).

Théoreme 16.4

— SiB #0, alors B|A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.
— SiA#0 etBJA, alors deg(B) < deg(A).

— SiBJA etB|C, alorsV U,VeEK[X],BJAx U+ C x V.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

Remarque 16.7 — Il découle du dernier point que si BJA—C et B|D —E, alors B|(A+D) — (C+E) et BIJAD —EC,
en particulier, siB|A—C alorsV n e N,B|A" — C".

Il FONCTIONS POLYNOMIALES, RACINES

1) Fonctions polynomiales

@Théoréme 16.5 (Substitution)

Soit of une K -algebre et soit a € o/, 'application: S;: KI[X] — o , est un morphisme
n n
Y (kak —_ Y (xkak
k=0 k=0

deK-algébres, c’estadire: V BQe K[X],V A e K
- Sa(P+Q) :Sa(P)+Sa(Q)-

= SaP xQ) =S4(P) xS4(Q).

— S4(AP) =AS,(P).

- Sa()=1.

Preuve : Celle - ci repose sur les reégles de calculs dans une algebre. (]

Remarque 16.8 — Lapplication S, est appelée substitution par a. Concretement, le théoreme ci - dessus dit que
la substitution par a consiste simplement a remplacer l'indéterminéeX par a. Par exemple, sionaP = QxB+R,
alorsS;(P) =S4(Q) xS4(B) +S4(R).

g Définition 16.7

Lapplication: P: K — K , est appelée fonction polynomiale associée au polynéme P. Si
X — Sx(P)

n - n
P= Y a;Xk, alorsP:x— Y. a;x* ot x est une variable qui décrit K.
k=0 k=0

Remarque 16.9 — On prendra garde a ne pas confondre la variable x, qui est un élément de K, avec l'indéter-
minéeX (qui nappartient pas a k).

Remarque 16.10 - Onam:§+6,m:§XQ,ﬁ:)\.ﬁ.

2) Racines d’un polynéme

fgl)éﬁniﬁon 16.8

n ~
SoitP = ¥ a;iXF € K[X], on appelle racine de P dans K tout nombre a € K tel que P(a) = 0, c’est a dire
k=0

n
toute solution dans K a I'équation Y. apx*=0.
k=0

Théoreme 16.6
SoitP e K[X] :
— Soita €K, a estracine deP ssiX — a|P.
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| | — Sideg(P) < n et si P admet au moins (n + 1) racines dans K, alors P = 0.

Preuve : Soit a € K, on effectue la division euclidienne de P par X—a: P =Q x (X—a) + R avec deg(R) < 1, donc R est
un polynéme constant R = A, finalement P = Q x (X — a) + A. Substituons a a X : P(a) =Q(a) x (a—a) + A, c’est a dire :
X =P(a), ce qui prouve la premiére assertion.

La deuxieme assertion se démontre par récurrence sur n : pour n = 0, ’hypothese dit que P est une constante et
que P a au moins une racine, donc cette constante est nulle, i.e. P = 0. Supposons le résultat démontré au rang n, et soit
deg(P) < n+ 1 avec P ayant au moins n + 2 racines, soit a I'une d’elles, alors il existe Q € K[X], tel que P = Q x X —a),
mais alors deg(Q) < n et Q a au moins n + 1 racines dans K, donc Q = 0 (HR) et par conséquent, P = 0. (Il

Conséquences :
a) Siay,...,a, sont des racines distinctes de P alors X—a;)--- X — a,)|P.
b) SiP estnon nul de degré n, alors P admet au plus 7 racines distinctes.

¢) Lapplication ¢ : K[X] — Z (K, K) définie par ¢(P) = P est injective. On pourrait donc identifier P et Pla
fonction polynomiale associée a P.

Exercice 16.1 SoitP un polynoéme de degré 2, on pose :
Q=(1-X%P(0) + 2E-UP(-1) + X&EHPB(1)
Montrer queP = Q.
Remarque 16.11 — Pour montrer qu'un polynéme P est nul on dispose de trois méthodes :
— Montrer que tous les coefficients de P sont nuls.
— Montrer que le degré de P est —oco.
— Montrer queP a une infinité de racines.

Soit P un polynéme non nul et soit a € I, on sait que que si (X — a)¥|P alors k < deg(P) (car P # 0). Par
conséquent ’ensemble {k e N/ X — a)kIP} est un ensemble non vide (contient 0) et majoré par deg(P),
comme c’est une partie de N, cet ensemble admet un plus grand élément.

g Définition 16.9 (multiplicité d’une racine)

Soit P € K[X] un polynéme non nul et soit a € [, on appelle multiplicité de a dans P le plus grand des
entiers k tels que (X — a)kIP. Notation : mp(a). Une racine de multiplicité 1 est appelée racine simple,
une racine de multiplicité 2 est appelée racine double...etc

Remarque 16.12 —
— a estracine deP équivaut a mp(a) > 1.
— Il est facile de vérifier que si g € {k e N | (X— a)*|P}, alors tout entier inférieur ou égal a q est également
dans l'ensemble, cela signifie que l'ensemble {k e N | (X — a)kIP} est un intervalle d’entiers, on peut donc
énoncer: m=mp(a) < (X—-a)" diviseP et (X —a)™" ne divise pasP.

*Exercice 16.2 Calculer la multiplicité de 1 dans les polynémesP = X3 —3X? +2 et Q = X°® — 4X? + 5X - 2.

@Théoréme 16.7
Soit P un polynéme non nul, soit a € K, et soit m € N, on a alors :
m=mp(a) < IQeKX],P=X-a)"xQ et(j(a) #0.

Preuve:SionaP=X-a)" xQet Q(a) #0, alors mp(a) > m, mais si X — a)™*1|P, il est facile de voir que X—alQ ce
qui est absurde, donc mp(a) = m.

Réciproquement, si m = mp(a), alors il existe Q tel que P = (X—a)" x Q, si Q(a) =0alors X—a|Q et donc (X— a)™tp
ce qui contradictoire, donc Q(a) #0. O

©9Théoréme 16.8
Soient P,Q € K[X], non nuls, et a € K

a) mpxq(a) = mp(a)+ mg(a).

b) siP+Q #0, alors mp,q(a) > min(mp(a); mq(a)).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O
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3) Corps algébriquement clos

Soit P un polynéme non nul ayant des racines dans K, soient a, ..., a, toutes les racines distinctes de P de
multiplicités respectives : my, ..., my. D’apres ce qui précede il existe un polyndéme Q tel que P = X—a;)™ xQ
avec Q(al) # 0, comme ap # a; on peut affirmer que a; estracinede Q: Q = X—ay)™ x T avec T(az) # 0, mais
alors P = (X—ap)" x X—a;)™ x T, on en déduit que m = my, par conséquentonaP = X—a;)™ X—-ap)" xT
avec a, et ap qui ne sont pas racines de T. De proche en proche (récurrence sur n) on a arrive a : il existe un
polynéme S telque P = (X — ;)™ --- (X — a,)"™ x S, avec ay, ..., a, qui ne sont pas racines de S, mais comme
P n’a pas d’autres racines on peut en déduire que S est sans racine dans [K.

@Théoréme 16.9 (factorisation d’'un polynéme connaissant toutes ses racines)
Siay,...,a, sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives my, ..., my, alors il existe un

n
polynéme Q sans racine dansK tel queP = Q x [] X— ay)"*.
k=1

ﬁ Définition 16.10 (polynéme scindé)

Siay,...,a, sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives my,..., my, alors d’apres le
n n

théoréme précédent : ) my < deg(P). La quantité ) my (somme des multiplicités des racines) est

k=1 k=1
appelée nombre de racines de P comptées avec leur multiplicité. On dira que le polynéme P est

scindé sur K lorsque cette quantité est égale au degré de P, on dit aussi que P admet toutes ses racines
dansK (toutes : signifie que le nombre de racines comptées avec leur multiplicité, est égal au degré)

\ J

n
En reprenant la factorisation précédente : P = Q x [] (X — ax)™*, on voit que lorsque P est scindé, alors
k=1
deg(Q) =0, le polynéme Q est donc une constante non nulle, en comparant les coefficients dominants de

chaque coté, on voit que Q est égal au coefficient dominant de P, d’ot1]’énoncé :

€8 Théoreme 16.10
SiP est scindé et si ay, ..., a, sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives my,..., my,

n
alorsP =\ [ X — a)™, ot1 A est le coefficient dominant de P.
k=1

i Exemples :
— X2 -2 est scindé sur R, mais pas sur Q.
— X?+1 est scindé sur C, mais pas sur R.

ngéﬁnition 16.11

On dit que le corps K est algébriquement clos lorsque tout polynéme non constant de K[X] admet au
moins une racine dans K.

Remarque 16.13 — D'apres les exemples précédents, les corps Q et R ne sont pas algébriquement clos.

@Théoréme 16.11
| SiK est un corps algébriquement clos, alors tout polynéme non constant de K[X] est scindé sur K.

Preuve : On montre par récurrence sur n que si deg(P) = n alors P admet n racines dans K. Pour n =1,P = aX+ b =
a(X+ b/a), une racine —b/a. Supposons le résultat démontré au rang n, et soit P de degré n +1 : P est non constant,
donc P admet au moins une racine a, d'ot1 P = (X — a) x Q, mais deg(Q) = n, il suffit alors d’appliquer ’hypothese de
récurrence a Q pour terminer. (I

@Théoréme 16.12 (de D’Alembert )
| C estun corps algébriquement clos.

i=zExemples :

1. D’ALEMBERT JEAN Le Rond (1717 — 1783) : mathématicien francais qui contribua notamment a 1'étude des nombres
complexes, I'analyse et les probabilités.
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— Factoriser X?" — 1 dans C[X] puis dans R[X].

2n-1
X -1=[] X- exp(lk )
k=0
-1
=X- 1)(X+1)H(X exp(lk )X —exp(—ik— )
k=1

- (X-DX+1) ]:[ X2 —2cos(k%)X+ 1.
k=1

— Factoriser dans R[X] : X*+ X%+l et X* +X% 1.

X4 +X24+1= (X2+1)2—X2 =XP-X+1D)X?+X+1)
1+ 1
\/_ YKE — \/_

XX -1=(X%+ ) =X+

e 1+\/_)(X_ [V5-1 X+ \/_ 1

Y Exercice 16.3

1/ Soit P € C[X] avecP = ¥ ai XX, on appelle conjugué deP le polynomeP = Y. arX*. Montrer queP +Q =P +Q, que
k k

m =Px 6, et queP e R[X] si et seulement siP=P. Vérifier que pour ze C,P(z) = PZ).
2/ Soit P € R[X] non constant, soit z une racine complexe de P de multiplicité m. Montrer que z est racine de P de
multiplicité m.

4) Relations racines coefficients

Soit P un polyndéme scindé sur K, si deg(P) = n et si A est le coefficient dominant de P, alors il existe
ai,...,a, €K (racines de P) tels que P = A(X — a;) - - - X — a,), si on développe ensuite cette expression, on va
obtenir les coefficients de P en fonction des ay. Par exemple :

- P=AX-a)X—-ay) =AX?-A(a; + @)X+ \ajay.

- P=AX- a))X-a))X—-ag) = )\Xg - )\(al +ay + 613)X2 + )\((ll(lz +ajas+ axaz)X — )\(11612&3.

Notation : On pose 0g = 1, et pour k compris entre 1 et n: oy = > aj, - aj,.
1<ii<<ix<n

o est la somme des produits des racines (de P) par paquets de longueur k, par exemple : 0; est la somme
des racines, o est la somme des produits deux a deux, - - -, o, est le produit des racines.
Par récurrence on peut alors établir que :

n
X-a) - X-apn)=X"-01 X" +0:X" 2~ +(-D"0, = Y (-D¥o X" F
k=0

On en déduit :

@Théoréme 16.13

n
Soient ay,...,a, €K, siP= ) O(ka =a,X—a)---X-ay,;), alors on a les relations racines - coeffi-
k=0
cients suivantes : &,_j = (—1)kan0k.

0‘n1

En particulier, la somme des racines est — et le produit des racines est (— 1)" 20

wExercice 16.4 Calculer la somme et le produit des racines n® de l'unité (n > 2).

IV FORMULE DE TAYLOR DES POLYNOMES

1) Dérivation des polynémes

On reprend la dérivation usuelle des fonctions polynomiales :
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ngéﬁnition 16.12

SoitP = Z a; Xk, on appelle polynéme dérivé de P, le polynéme noté P’ ou dx’ et défini par :
=Y kaxk 1
k>1
sin=0
[PV sin>1

Par récurrence, la dérivée n-iéme de P, notée P, est : P = {

@ Théoréme 16.14 (propriétés)

Soient, P,Q e K[X] et soit A\ € K :

- P =0 < P est constant.

P+Q) =P +Q et (AP) =AP".

(Px Q) =P'x Q+P x Q/, plus généralement, on a la formule de LEIBNIZ?

n
PxQ)WM = > (Z)P(k) x QR

k=0

P(Q)’ Q’ X P’(Q) (dérivée d’'une composée, une composée est une substitution de X par un autre
polynome).

Preuve : La premiere propriété est simple a vérifier. Pour la deuxiéme propriété, on commence par montrer que
X" x Q) = nX""! x Q+X" x Q', puis on applique la premiere propriété. La formule de LEIBNIZ se montre ensuite par
récurrence sur n (exactement comme la formule du bindme de NEWTON). Quant a la troisieme, on commence par le
cas o1 P =X", c’est a dire on commence par montrer que Q™' =nQ’ x Q”‘l, ce qui se fait par récurrence sur 7, on

utilise ensuite la premiére propriété pour le cas général. (]
©9Théoréme 16.15
n! n—k 2
X sik<n
SiP = X", alors p) = { (=FK)! = . Onen déduit que siP = Y. a, X", alors
0 sik>n n

n!
1708 = an X"k
ngk (n—kn "

En particulier si deg(P) = n alors P"™ = a,n! et si k > deg(P), alors P = 0. D’autre part, lorsque
k < deg(P), alors deg(P'¥) = deg(P) —

Preuve : Celle - ci est simple et laissée en exercice. (I

2) Formule de Taylor

SoitP = ¥ a;XX, soit r un entier naturel, alors P = Z = r),aka ", substituons 0 a X, on obtient alors
keN k>r

p( (0) = rla;, on en déduit donc que :

P0(0)
r

vVre[o;n],a, =

On obtient ainsi la formule de Taylor® en 0 :

P=)

Soit a € K, posons Q = P(X+ a) (composée de P avec le polynéme X + a), d’apres ce qui précede, on a:

p(k) (())

QPO
Q=) R

k

2. LEIBNIZ Gottfried (1646 — 1716) : philosophe et mathématicien allemand.
3. TAYLOR BROOK (1685 —1731) : mathématicien anglais qui a énoncé sa célebre formule en 1715.
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Or, il est facile de montrer que Q(k) =POX+a), par conséquent érk) 0) = I;(‘k/) (a), et comme P = QX —a), on
obtient :

@Théoréme 16.16

| SiPeK[X] etacl, alorsP =} %(X — a)k. C’est Ia formule de TAYLOR pour le polynéme P en a.
.

Applications :
- Division euclidienne d'un polynéme P par (X — a)” : d’apres la formule de TAYLOR en a appliquée a P, on a:

(k)
p= ZP (a) X— )k
(k) (k)
_ Z p (a) ) + Z ( ) a)k
k>n k! k<n
p® p®
=X-a)"x ¥ k(“) X-a)f "+ Y k(a) X-aF,
k>n . k<n :

® P . . -
comme deg( ). % (X — a)¥) < n, on en déduit que le quotient Q et le reste R dans la division euclidienne par
k<n ’

X-a)"sont:
P(k)(a)

p(k)
Q=) X-a)f " et R=Y (a)(X— a)*.

k>n k! k<n k!

- Calcul de la multiplicité d'une racine :

©9Théoréme 16.17
a € K est une racine de P de multiplicité n > 1 si et seulement si :
V ke0;n-1],P®(a) =0 et P (a) £ 0.

Preuve : En effet, d’apres ce qui précede, P = (X—a)"Q+RavecQ = Z P(k)(“) X-a)f"etR= ¥ P(k)(“) X-a)k, d’otr:
k<n

n=mp(la) < R:Oet(j(a);éo
— RX+a)=0etQ(a) #0
> Vke[0;n—1],PP(a)=0, et P (a) £ 0

V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 16.1 On poseR =P —Q, alors deg(R) < max(deg(P),deg(Q)) < 2. On évalue le polynémeR en —1,0 et 1, on
trouveR(—1) =0, R(0) =0, R(1) =0, on a donc au moins 3 racines alors que deg(R) < 2, on en déduit queR et nul et donc

P=Q.

Solution 16.2 On trouve queP = (X — 1)(X% — 2X — 2) et 1 n'est pas racine du deuxieme facteur, donc mp (1) = 1.
Q=X-1)?X-2) donc mqg(1) =

Solution 16.3
1/ Simple vérification en appliquant la définition des opérations.
2/ DansC[X] onaP = (X—E)mQ avec Q(z) # 0, d'oil en conjuguant (P et Q étant a coefficients réels) P =P = (X—2)""Q =
X-2)"Q, avecQ(z) = Q(2) # 0.

Solution 16.4 SoitP =X" — 1, ses racines sont exactement les racines n® de 'unité, notons ay. le coefficient deXk, alors
on sait que la somme des racines est donnée par la formul =0caray_1estnul(n—12>1).

Le produit des racines est donné par la formule (—1)" D — ( D" carag=a, =1.
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