Chapitre 11

Limite d’une fonction
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Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle non trivial de R.

I LIMITES
1) Définition

Soit f: I — R une fonction, soit @ un élément de I ou bien une extrémité de I (a € R), et soit b € R,
intuitivement on dira que b est la limite de f(x) quand x tend vers a lorsque f(x) peut étre aussi voisin que
I'on veut de b pourvu que x soit suffisamment voisin de a, d’ot1 1a définition :

Eg Définition 11.1
On dit que f admet pour limite b en a lorsque : YV W, voisinage de b,3 V, voisinage de a, tel que
VxelLxelnV = f(x) € W. Sic’est le cas, on notera :

)lci_rglf(x) =bh= li‘rlnf = b, ou encore f(x) - b.

('@'A retenir: lim f = b signifie |
- Sig,beR:YVe>0,3a>0,Vxel,|lx—al<a = |f(x)—-b|<Ee.
—SiaeRetb=+oc0:YVAeR,Ja>0,Vxel|x—al<a = f(x)>A.
- SiaeRetb=-00:YVAeER Ja>0,Vxel|x—al<a = f(x)<A.
—Sia=+c0ethbeR:Ve>0,IAeR VxeLx>A = |f(x)—b|<Ee.
- Sia=+ocoetb=4+00:YVAeR,IBeER,Vxel,x>B = f(x)>A.
- Sia=+ocoetb=-0c0:YAeR,IBeRVxe,x>B = f(x) <A.
- Sia=-ococetheR:Ve>0,IBeR,Vxe,x<B = |f(x)—-b|<e.

7
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—Sia=-cocetb=400: VAR IBeER VxeLx<B = f(x)>A.
- Sia=-occethb=-00:YVAeER,IBeR,Vxel,x<B = f(x) <A.
iz Exemples :
— Soit f(x):xz,montrons que limf=+oo:soitA€ R, posons B = V/|A], si x > B alors X¥>B2=|A|>A
oo
donc f(x) > A.

— Soit f(x) = x et soit a € R, montrons que lim f = a®:soite >0, |x*> —a?| = |x—allx+al,si|x—al <a,
alors |x% — a?| < a(a + 2]al), si on prend a = min(1; ﬁlal)), alors a(a + 2|al) < a(l +2]a]) < g, donc
VXeR|x—al<a = |x*—a®|<e.

Remarque 11.1 -
a) Si licrlnf = b alors li‘rln | f1=1b|, mais la réciproque est fausse sauf pour b = 0.
b) LorsquebeR, li}lnf: b — li{lnlf(x)—bl =0 < li}lnf(x)—bzo.

La définition de la limite d'une suite, que nous avons vue dans un chapitre précédent, peut s’énoncer
ainsi en terme de voisinage :

ﬁ Définition 11.2 (Retour sur les suites)

On dit que la suite (u,) admet pour limite £ € R lorsque :
VW, voisinagede ¢,ANeN,YneN,n >N = u, e W.

2) Premiéres propriétés

@Théoréme 11.1

Soit f: I — R une fonction et soit a un élément ou une extrémité del.

« Si fadmet une limite en a, alors celle - ci est unique.

« Si f admet une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a (réciproque fausse).

o Si ligl f=betsia< b (respectivement b < a), alors au voisinage de a f est strictement supérieure a
o (respectivement f(x) > ).

o Si lién f =Dbavecacl, alors nécessairement b = f(a).

Preuve : Pour les trois premiers points, la preuve est tout a fait analogue a celle faite pour les suites.
Pour le quatrieme point : tout voisinage de b doit contenir f(a), on en déduit par I’absurde que b = f(a). (]

@Théoréme 11.2 (caractérisation séquentielle de la limite)
liglnf = b < pour toute suite (u,) d’éléments de1 qui tend vers a (dansR), la suite (f (u,)) tend vers
b (dansR).

Preuve : Supposons que lim f = b et soit (u,) une suite d’éléments de I telle que u,, — a. Soit W un voisinage de
a

b, il existe V un voisinage de a tel que x e InV = f(x) € W. Comme u, — aq, il existe un entier N € N tel que
n>N = uy €V, orles termes u, sont dans I donc si n > N alors u, € InV et donc f(u,) € W, ce qui prouve que

Supposons maintenant que pour toute suite (u,) d’éléments de I qui tend vers a, la suite (f(u,)) tend vers b. Sila
fonction f n’a pas pour limite b en a, alors il existe un voisinage W de b tel que pour tout voisinage V de q, il existe
xelnVtel que f(x) ¢ W. En prenant pour n € N* des voisinages de la forme V,, =]a — %; a+ % [sia€eR,V, =]n;+oo[ si
a = +oo, ou'V,, =] —oo; —n| si a = —oo, on construit une suite (u,) d’éléments de I telle que u, € Vi, et f(u,) ¢ W, il est
facile de voir que la suite (u,) tend vers a, donc la suite (f(u,)) tend vers b, a partir d'un certain rang on doit donc avoir
f(uy) € W ce qui est contradictoire, donc liEln f=nh. O

Applications :
- Ce théoreme peut étre utilisé pour montrer qu'une fonction f n'a pas de limite en a.
Par exemple, la fonction f: x — sin(x) n’a pas de limite en +oo car la suite u définie par u, = 5 + nx tend vers
+oo mais la suite (f(u,) = (-1)"") n'a pas de limite.
— Ce théoréme peut étre également utilisé pour prouver les propriétés de la limite d'une fonction en se ramenant a
celles des suites.

Voici un autre lien avec les suites (que I'on utilisait déja de maniere assez naturelle) :
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©9Théoreme 11.3
Soit f: ]A;+oco[ — R une fonction telle que ng,lf = b € R, alors la suite (u,) définie (a partir d’'un
certain rang) par u, = f(n) a pour limite b.

Preuve : Soit W un voisinage de b, il existe unréel Btelque V x e I, x > B = f(x) € W, par conséquentsin > N =1+|B],
alors u, € W, donc u,, — b. (I

3) Limite a gauche, limite a droite

g Définition 11.3

Soit f: I — R une fonction, soit a un élément de I ou une extrémité réelle del, et soit b € R.
— Siln]-oco;al # @ : on dit que b est la limite a gauche en a de f lorsque :
V¥ W,voisinagede b, 3a>0,V xel,xela-o;al = f(x)eW
Notations : lgr_nf = xlin;_ flx) = xli_m)af(x) =b.

x<a

— Siln]a;+ool # @ : on dit que b est la limite a droite en a de f lorsque :
V W, voisinagede b, 3a >0,V xel,xela;a+a]l = f(x)eW.
Notations :lim f = lim f(x) = . lim af(x) =h.
at x—at -

x>a

rwExemple : Soit f(x) = |x]| etsoitae€ Z, alorslim f = a et I}lr_nf =a-1.
a+

@Théoréme 11.4
Onax lim af(x) =b < limf:liarpf: b. Etlorsque acl:
e p

x#a

;mf(x):b — f(a):betxmaf(x):b .

X#a

Preuve : Celle - ci est simple et laissée en exercice. O

x+1 six<0
sisExemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) =10 si x = 0.1l est facile de voir que:: xli_m)o fx)=1,
1-x*> six>0 70
mais la fonction f n’a pas de limite en 0 car f(0) # 1.

Il PROPRIETES DES LIMITES

1) Limites et opérations

Soient f,g € #(I,R) et soit a un élément de I ou une extrémité de I. Si ligln f="Let licrlng = ¢’ (dans R),
alors:

@Théoréme 11.5
= li}lnf +g =0+ saufsil = +oo etl' = —oo (ou l'inverse) : forme indéterminée.
- lign fxg=100"saufsi€ =0 et =+oo (oul'inverse) : forme indéterminée.
- SiAe [R*,litrln)\f = AL

Preuve : Pour le premier point : soit (u,) une suite d’éléments de I qui tend vers a, alors f(u,) — £ et g(u,) — £’ donc
(propriétés des suites) f(u,) + g(u,) — €+ €' car nous ne sommes pas dans le cas d’'une forme indéterminée, par
conséquent la fonction f + g a pour limite € + £’ en a. Le raisonnement est le méme pour tous les autres points jusqu’au
dernier. 0
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Théoréeme 11.6
Si f ne s’annule pas au voisinage de a alors :

% sifeR*
0 sil = +oo

li;nl =4 400 sif =0 et f >0 au voisinage de a
—00 sif =0 et f <0 au voisinage de a
n’existe pas sinon

Preuve : Dans le dernier cas on a £ = 0 et sur tout voisinage de a f prend des valeurs strictement positives et des valeurs
strictement négatives (f n’est pas de signe constant), on peut donc construire deux suites () et (v,) qui tendent vers
a et telles que f(uy,) >0 et f(v,) <0, mais alors ﬁ — +o0 et f(;’/n) — —o0, donc % n'a pas de limite en a. O

sisExemples :
— SoitaeR,limx=ad otV neN* limx" = a” (encore vrai pour n = 0). On en déduit que si P est une
a a

fonction polynomiale, alors li;nP =P(a).

- SiR= % est une fraction rationnelle et si Q(a) # 0, alors liglR =R(a).

2) Limite et relation d’ordre

Théoréme 11.7

Soient f, g, h:1— R trois fonctions et soit a un élément de I ou une extrémité del.

— On suppose qu’au voisinage de a, f < g, alors :
e Si lignf = +oo0 alors ligng = +o00.
o Si li{lng = —oo alors li}lnf = —o0.

— Si f < h < g au voisinage de a et si li(l;nf = li}lng =(eR, alors li(l;n h ={ (théoréme des gendarmes
ou de I'étau).

— Si f < g au voisinage de a et si f et g ont chacune une limite dans R, alors li{ln f< li}lng (théoréme
du passage a la limite).

- Si li(Iln f =0 etsi g est bornée au voisinage de a, alors li(Iln fxg=0.

- Si li‘rln f = +oo (respectivement —co) et si g est minorée au voisinage de a (respectivement majorée),

alorslim f + g = +oo (respectivement —oo).
a

Preuve : Supposons li[IlIl f = +o0o, soit (u,) une suite d’éléments de I qui tend vers a, a partir d'un certain rang, on a
fuy) < gluy), or f(u,) — +oo, donc g(u,) — +oo et par conséquent li{rlng = +o0. Pour le deuxiéme cas, on raisonne
sur—fet—g.

Pour les autres points on procéde de la méme fagon, en se ramenant aux suites. (]

Remarque 11.2 -
- Si|f| < g auvoisinage de a et si li{lng =0, alors licrlnf =0.
— On peut avoir f < g au voisinage de a et li(Ilnf = lizrzng. Dans un passage a la limite les inégalités

deviennent larges.

3) Limite et composition des fonctions

Soit f: I — R une fonction, soit @ un élément de I ou une extrémité de I, et soit g : ] — R une autre fonction
avec Im(f) c]J.

Théoréeme 11.8
| Si liglf = b, alors b appartient a] ou b est une extrémité de].

Preuve : 1l suffit de distinguer les cas sur J, par exemple, siJ = ]a;p[, alors V x e [,a < f(x) <, par passage a la limite,
on obtient a < b < P. Les autres cas se traitent de la méme facon. O
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@Théoréme 11.9 (composition des limites)

| Silim f = b etliingz ¢ (dansR), alorslimgo f = .

Preuve : Soit (1,) une suite d’éléments de I qui tend vers a, la suite (f (#,)) est une suite d’éléments de J qui tend vers b,
donc la suite (g[f(uy)]) tend vers £, ce qui prouve que linrlngo f== O

Dans la pratique, ce théoreme est parfois appelé changement de variable dans une limite. Il dit en effet
que sion pose X = f(x), alors comme X a b, on a ;lcm}; g(fx) = )l(in}j gX)=¢.

esin(x) In(x) _ 1

% Exercice 11.1 Calculerl})rp [ avec f(%) = Srmmo -

4) Limite et sens de variation

@Théoréme 11.10
Si f: 1— R est croissante, en notant a la borne de gauche del et b la borne de droite :

e si f est majorée, alors f admet une limite finie a gauche en b qui estlibmf = sup f(x).Side plus si
B x€la;b[

bel, alorsl}jl_nf < f(b).

e si f est non majorée, alors f admet +oo comme limite a gauche en b.
e si f est minorée, alors f admet une limite finie a droite en a qui estlim f =
a

acl, alorslim f > f(a).
a+

* si f est non minorée, alors f admet —oco comme limite a droite en a.

']nfb[f(x). Si de plus si

x€la;

Preuve : Démontrons deux cas :

Si f est majorée, soit S = sup f, soit € > 0, il existe un réel xy €]a; b[ tel que S — € < f(xp). Si x €] xp; b], alors f étant
la;bl
croissante, S —e < f(xp) < f(x) <S < S +¢ ce qui entraine | f(x) — S| < € et donc librpf =S. Side plus b €1, alors comme

[ est croissante, f est majorée sur |a; b[ par f(b), donconaS$ < f(b).
Si f est croissante non minorée, soit A € R ce n’est pas un minorant de f, donc il existe un réel x, €]a; b[ tel que
f(x0) <A.Sixe€la;xgl, alors f étant croissante, f(x) < f(xo) <A ce qui entraine f(x) <Aetdonc lirpf = —o0. O
a

Remarque 11.3 -

a) Si f est croissante majorée surl alors f admet une limite finie en b~ (limite non atteinte surla; bl si la
croissance est stricte).

b) Si f est croissante non majorée surl alors f a pour limite+ooenb™.

¢) Si f est croissante minorée surl alors f admet une limite finie en a* (limite non atteinte surla; bl si la
croissance est stricte).

d) Si f est croissante non minorée surl alors f a pour limite —oo en a*.

rwExemple : Soit f(x) =In(x). Pour n € N*,In(2") = nIn(2), or In(2) > 0 car 1 <2 et f est strictement croissante,
donc n1n(2) — +oo, ce qui prouve que f est non majorée, comme elle est croissante, on a lim f = +oo0.
(e.0]

@Théoréme 11.11 (delalimite monotone)

Si f est croissante sur 1, soit a et b les bornes de 1 (dans R), pour tout réel xy €la; b[, f admet une
limite finie a droite et a gauche en xy, de pluson a : lim f < f(xp) < lirpf. Etsi x; €]la; bl avec xp < x1,
xo xO

alors :lim f <lim f.
xa' x]

Preuve : Sur l'intervalle ] a; xo [, la fonction f est croissante et majorée par f(xp), donc la fonction f a une limite finie a
gauche en xg et d’aprés le théoreme précédent : lim f = sup f(1) < f(xo). Le raisonnement est le méme a droite. Si
X9 tela;xo[
Xp < x1 < b, on applique le théoréme précédent sur l'intervalle | xp; x;[:lim f = inf f(#) < sup f()=limf. O
X5 telxoix [ te]xo;x1 ([ *
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Remarque 11.4 - En changeant f et — f et en utilisant que pour une partie non vide A deR :inf(A) = —sup(—A),
on obtient deux théoremes analogues aux précédents pour les fonctions décroissantes.

Il CALCULS DE LIMITES

1) Comparaison des fonctions

ﬁ Définition 11.4

Soient f, g :1— R deux fonctions, et soit a € I ou une extrémité del. On dit que :

— f estdominée par g au voisinage de a lorsqu'il existe un voisinage V de a, et une fonctione: V— R
tels que : V x e VNI, f(x) = g(x)e(x) avec € bornée. Notation : f(x) = (2(g(x)).

— f est négligeable devant g au voisinage de a lorsqu’il existe un voisinageV de a, et une fonction
e:V—-Rtelsque:V xeVnl, f(x) = g(x)e(x) avec chig}ls(x) =0. Notation : f(x) = g(g(x)).

— f estéquivalente a g au voisinage de a lorsqu'’il existe un voisinageV de a, et une fonctione: V — R
telsque:V xe VNI, f(x) = g(x)e(x) avec )lci_lgle(x) = 1. Notation : f(x) ~ g(x).

@ Théoreme 11.12 (Caractérisations)

Lorsque la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf peut étreen a) :

L est bornée au voisinage de a

— f(x) =0(g(x)) si et seulement si < &
g “(g ) {siaelalorsg(a):O:f(a):O

limL =0
- f(x) = o(g(x)) si et seulement si{ 4
@ siaelalors f(a)=0

limL =1
- f(x)~g(x) sietseulementsi{ ¢ &
@ siaelalors g(a) = f(a)

Preuve : Celle - ci est simple et laissée en exercice. ]

Remarque 11.5 -

a) f(x) =0(Q) signifie que la fonction f est bornée au voisinage de a.

b) f(x)= g(l) signifie quelitllnf =0.

o Sifx)= g(g(x)) alors f(x) = 9(g(x)).

d) Si f(x) ~g(x) alors f(x) = g(g(x)).

e Sif(x)= g(g(x)) etg(x) = g(h(x)), alors f(x) = g(h(x)) (transitivité).
) Sif(x)= (a)(g(x)) etg(x) = (g(h(x)), alors f(x) = Q(h(x)) (transitivité)
8 f(x) ~gx) <= f(x)=gx)+0(gx).
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@Théoréme 11.13

c’est a dire qu’elle est réflexive, symétrique et transitive. De plus :
- Si¢eR* alors limf = { équivaut a f(x) ~

- Sif(x)= o(g(x)) alors f(x) + g(x) ~ g(x)

La relation «... est équivalente a ... au voisinage de a » est une relation d’équivalence dans & (I,R),

Preuve : Celle - ci est simple et laissée en exercice.

2) Les exemples classiques

@Théoréme 11.14 (croissances comparées)
Soient o, P €]0; +o0| :
Sia<palors:x"= o (xf’) et xP = 0(x%).

[In(x)]* = K (xﬁ) et|In(x)|* = g( 1 )

P
x*= o (e ‘3) etx*= o (e p).
+00 +00
Sia>1 alors x*= o (a¥).
+00

Preuve : Identique a celle des suites.

@Théoréme 11.15 (les équivalents usuels)
— Si f est dérivable en 0 et si f'(0) # 0, alors f(x) — f(0) ~ f’(O)x

= sin(x)(a)x;ex—l~x;ln(1+x)~x;tan(x) x;1— cos(x)~—x ,(1+x)“—1~ax.

k=0
terme de plus haut degré).

degré).

— SoitP(x) = Z akxk une fonction polynomiale avec a, # 0, alors P(x) ~ apxp (équivalence avec le

— Soit Q(x) = m une fraction rat1onnelle avec apx” le terme de plus haut degré de P (a), # 0) et

b,x" celui deR (b, #0), alors Q(x) ~ x” " (équivalence avec le rapport des termes de plus haut

Preuve : Identique a celle des suites.

@ Théoréme 11.16 (changement de variable)

fx) > g(x), alors : f(e(x)) ~ g(e(x)).

Soient f,g:] — R, e:1 — R telle que Im(g) < J et soit a € I ou une extrémité de 1. Si ling = b et si

Preuve : Celle - ci découle du théoreme de composition des limites.

Remarque 11.6 — Pour la recherche d’'un équivalent en a, on peut toujours se ramener en 0 :
- SiacR, on pose u=x—a(=¢e(x)), onaalorsu — 0, on pose h(u) = f(x) = f(u+a). Si h(u)
alors f(x) ~ ~glx—a.

- Sia=+o0 alors on pose u = %(: €(x)), on a alors u a 0, on pose h(u) = f(x) = f(%). Si h(u)

alors f(x) ~ g()

3) Propriétés

Il découle de la définition :

O

gg(u),

3 g(uw),

@Théoréme 11.17
Soient f, g : 1 — R deux fonctions, et soit a € I ou une extrémité del :
-Sif ~8 alors f et g ont le méme signe au voisinage de a.

- Sif~g etsililllngzéeﬁ, alorslim f = £.
-Sif ~get sih ~ k, alors f x h ~gx k (compatibilité avec la multiplication).
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— Si f ~ g et si g ne s’annule pas au voisinage de a, alors % ~ = (compatibilité avec le passage a
a a

1

g
I'inverse).

-Sif ~8 et si g > 0 au voisinage de a, alors f* ~ g% pour tout réel a.

Remarque 11.7 -

— 1l v’y a pas compatibilité avec 'addition en général. Par exemple : x + % o xer—x ~ 1-x, mais
(e 0] (0]

1

)
X nest

pas équivalent a 1 au voisinage de +oo.
— Ces propriétés sont utiles pour les calculs de limites qui ne peuvent pas étre faits directement, on essaie
de se ramener a un équivalent plus simple (s'ily en a ...) dont on sait calculer la limite.

*Exercice 11.2
1/ Limite en +oo de (1+ 1)*.

. sin(x)*-1
2/ Calculerxllj)g JxIn()

IV EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

1) Définition de la limite

Les fonctions a valeurs complexes ont été introduites au début du chapitre 6. Soit f: I — C une fonction,
on note u = Re(f) (partie réelle de f) et v = Im(f) (partie imaginaire de f), on rappelle que u et v sont des
fonctionsdeIversR, etV t €1, f(f) = u(t) + iv(r).

La fonction conjuguée de f et la fonction f: r— wu(f) — iv(1).

La fonction module de f est la fonction | f|: ¢ — | f(£)| = v u(t)? + v(t)2.

La fonction f est bornée sur I si et seulement siIM e R*, V r€1,|f ()| < M. Ceci équivaut a dire que les
fonctions u et v sont bornées.

Lensemble des fonctions de I vers C est notée & (I, C), pour les opérations usuelles sur les fonctions, c’est
un C-espace vectoriel et un anneau commutatif non integre.

fg Définition 11.5
Soit £ € C, et soit a un élément de | ou une extrémité del. On dira que la fonction f a pour limite ¢ en
a lorsque %13{11 |f(6)—£€]|=0.C’estadire:
Ve > 0,3V, voisinagede a, Vtel,teV = |f(t)—{| <e.

Exercice 11.3 Soit f(t) = l.eTi[t, déterminer la limite de f en +oo.

2) Propriétés

Théoreme 11.18
| lim|f(5)-01=0 < limRe(f(1)) =Re(t) et limIm(f (1)) =Im(®).

Preuve : Celle - ci découle de I'inégalité: V t €1,
max(|Re(f (1)) —Re(@)], IIm(f (1) —Im(@)]) < | (1) - €] = /IRe(f (1)) —Re(®)|? + [Im(f (1)) — Im(0) 2. O
Connaissant les propriétés des limites (finies) des fonctions a valeurs réelles, on peut déduire celles des
fonctions a valeurs complexes en raisonnant sur les parties réelles et imaginaires :
- lién f =1 eCsietseulement si pour toute suite (u,) d’éléments de I qui tend vers a, la suite (f (1))

tend vers £.
Silim f = € € C, alors f est bornée au voisinage de a.
a

Siligrlfze,liglng=€’, alorslizrlnf+g:€+€', lignfxg:M’,V)\EC,licIln)\f:)\ﬁ.
- Sili}lnfzﬁalorsli(rlnfzzetlitllnlfl:|2|.
1

Si li}ln f=€€eC*, alors au voisinage de a f ne s’annule pas et li}ln 7= %
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Solution des exercices Chapitre 11 : Limite d’une fonction

V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 11.1 On poseX = sin(x)In(x), on aX = Sin—x“‘)xln(x), donc l})rpX =0, or)l(in%) % =1, la limite cherchée vaut

donc 1.

Solution 11.2
1/0na f(x) =exp(xIn(1+ J—lc)), orln(1+ %) I % car% = 0, donc xIn(1 + %) I 1, la limite cherchée est donc égale a 1.
o0 o0 (0]

. sin(x)

2/ On asin(x)* = exp(xIn(sin(x))), orIn(sin(x)) = ln(%(’c)) +In(x) =In(x) |1+ ln;n(;) ) 5 In(x) et donc xIn(sin(x)) 3
xIn(x) Y 0, d’oi : exp(xIn(sin(x))) — 1 = xIn(sin(x)) > xIn(x), par conséquent f(x) = \/if = /x, et donc la limite
cherchée est égale a 0.

. _ 1 . _
Solution 11.3 Onalf ()| = ViiE e 0, donc tEI}loof(t) 0.
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